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PRÉFACE. 



Les (lécutivcrles (Idds les sciences physiques el na- 
liiielles s'obtiennent en général à ta suite de plusieurs 
séries d'observations. Lorsque ces découvertes con- 
cordent avec les résultats qu'on peut déduire logi- 
quement de théories déjà établies et universellemeat 
admises, on est fondé à les croire exactes, et alors 
elles servent ii leur tour & établir sur des-bases plus 
solides d'autres principes de la science. Mais s'il 
:irrive que les phénomtiacs qu'on observe n'aient 
laissé entrevoir aucune liaison avec ceux déjà connus 
et étudiés, les lois auxquelles on croira pouvoir les 
assujettir ne'seront qu'une expression apprucbée de 
la réalité, et plutdt un desideratum qu'une donnée de 
la science. L'Astronomie, la Physique, la Météoro- 
logie nous offrent des exemples nombreux de lois ou 
de quantités qui no sont pas connues avec certi- 
tude, et dont la détermination offre seulement un 
certain degré de probabilité, que des recherches fu- 
tures peuvent augmenter ou diminuer. 

Dans cet océan d'incertitudes au milieu duquel la 
philosophie naturelle se débattra toujours (car ja- 
mais l'homme n'atteindra ni ne verra les limites du 
.-iavoir), la science, qui aspire toujours au positif, 
désire- au moins connaître enli.'c quelles limites la 
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vérité ae trouve resserrée, et (|uel degré de confiance 
mérite tel ou tel résultat. 

Or, même en laissant de côté i'habilelé des obser- 
vateurs, la bonlé des méthodes employées, elc, Iok 
valeurs assignée^! par les oliseivaiions yux ijuantilés 
que l'on veut déterminer peuvent encore varier par 
suite de la méthode iinalytique <[ui scri à Uis ileduin; 
(le l'ensemble des observalions. Il est done de touie 
importance de suivre une marche sûre qui conduise 
invariablement k la détermination de valeurtj salislai- 
saot le plus exactement possible à un système donné 
d'observations. 

Les méthodes propres k déduire d'un système d'ob- 
servations les quantités que l'on cherche, de telle 
sorte que les erreurs k craindre sur elles soient com- 
prises entre les limïics les plus resserrées, consti- 
tuent le Cakul des Erreurs. 

Dans l'état actuel de la science, il n'est plus per- 
mis, si l'on veut faire de la science vraie et utile, 
de publier un résultat sans préciser le degré de con- 
iiance qu'il mérite, c'esl-.'i-dire sans indiquer l'erreur 
probable dont il est :itïecté. 

C'e^t seulement en procédant ainsi, que les sa- 
vants, comme les observateurs, he travailleront plus 
CD vain pour la science. 

Encouragé par ces considérations, je n'ai pas cru 
inutile de résumer dajis un peUt Traité les parties de 
ce Calcul qui peuvent trouver uoe application immé- 
diate et journalière, et de t'enrîcliir de Tables propres 
k faciliter les opérations qui s'y rapportent. 
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PRËPACB. V 
J'espère, lians ce court travail, avoir dit au lec- 
teur loul ce qui est nécessaire, non pour savoir, maÎR 
pour/df're ce qu'exige le calcul des erreurs, en lais- 
sant de côté toutes les théories étrangères à ce lui. 
Le lecteur sérieux qui voudra a|i[iroroiidlr davyTilaf;i' 
la malièiv jioucta suppléer à la brii'vuté de Tt^xpci- 
sltion en consultant la Note des ouvrages indiqués ii 
la lin de ce volume. Oile liste seule sullirait au 
liesoin à prouver combien d'études profondes ont 
déjà élé entreprises sur le sujet qui nous occupe, 
e(. combien il élail iu;i.es^iiirt , au milieu de tant de 
jualériaux,de démidui' r,e ijui ^!^.L le plus géuéndeuicnt 
adopté, atïn que cliacun fût à même, .sans recherches 
pénibles, d'appliquer à ses travaux les méthodes re- 
connues les meilleures. 

J'ajouterai encore: une science ne mérite ce nom 
qu'autant qu'on en possède un exposé élémentaire, oîi 
le sens des mots soit bien fixé et où les premiers priu- 
cipes soient nettement établis. A ce titre, je crois 
iivoir rempli une lacune dans la littérature matliéma- 
lifjue. 
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TRAITÉ ÉLÉBIBOTAIBE 

CALCUL DES ERREURS. 



I. 

tnSTBUHEItTS d'oBSEHTITION. — ERREURS COICSTAKTES, 
IKSTRUHETrTAlES OU FERSONHELLES. 

1 . Toute observation physique, astronomique ou météo- 
rologique peut se réduire à Venregistrement d'un nombre. 
Mais il est évident que cette opération comporte en géné- 
ral na ensemble d'erreurG numériques, qu'il est bon de 
dém^er et d'étudier pour être & même, soit de les élimi- 
ner au besoin, soit d'en fixer tes linùtei, afin que l'obser- 
vation actuelle puîsaè être introdmte dans les arcbires 
de la sdence avec le degré de confiance qu'elle mérite. 
Ces quelques mots suffiront pour faire comprendre l'im- 
portance du Calcul des Erreurs, qui nous ejiseigue à dé- 
couvrir et à évaluer les erreurs que nous avons pu com- 
mettre dans une série d'observations, et la nécessité pour 
tout expérimentateur sincère d'en connaître désormais les 
principales notions. 

2. Pour peu que l'on y réBéchisse, on verra que l'ob- 
servadon de tout phénomène se réduit i noter la poutiou 
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qu'occupe uu mobile sur uu cupace gradué, & un înEtant 
donné. Le mobile peut être une aiguille d'horloge, un 
liquide renfermé dans un tube, un astre traversant les fils 
d'un micromitre, une corde vibrante, etc.; mais en général 
nous aurons ou un index tournant (hoi'Ioges, anémo- 
mètres, galvanomètres, botisboles, i^onipieurs, etc.}, ou 
bien un inilex progressif (flotteurs, indicateurs magné- 
tiques, baromètres, niveaux, caibétom êtres, etc.). 11 ne 
peut en Être autrement ; car, d'une part, tout pbéuomèue 
se réduit, on dernière analyse, à ùn déplacement d'atomes, 
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i compose ; 


1° d'un appareil par lequel le mobile 


suit pil 




exacienieiii la maLiho du pténomène; 


2° d'un 





tiligne ou circulaire parfaitement divisé eu parties égales. 
Le mouvement du mobile est le produit direct ou indirect 
du phénomène, tandis que l'espace gradué est uniquement 
le produit de l'art. 

Si la correspondance du mobile avec le phénomène n'est 
pas parfaite, si la graduation n'est pas exacte, les indica- 
tions de l'ÎDstrament seront lantivea, soit pour l'une de ces 
deux causes, soit pour toutes les deux. Ainsi, un thermo- 
mètre pourrait avoir une échelle très-bien diviiée, mais le 
mercure, par des défauts intrîiisèquesde coDStruction ou de 
p réparation, pourrait être paresseux dans sa marche ascen- 
dante ou descendante. Au contraire, un cercle d'un théo- 
dolite sera bien cintré, fourni d'axes bien horizontaux 
oa verticaux, mais il aura une mauvaise division, de 
sorte que les angles lus ne correspondront pas aux angles 

3. On n'obtiendra jamais de l'industrie humaine nu 
instrument tel que la théorie le conçoit, car la main de 
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l'homme lie pourra jamais façonner et ilominor la matière 
jusqu'au dernier point mathématiquiB que conçoit le phi- 
losophe. La diftîcalté presque insurmontable de donner de 
rhpraogént^ilé à la matière; le poids inévitable de celle- 
ci; Ips alléralions qu'elle pt-iil subir avec le temps; le 
jeu même iju'il faut his.ser entre les parties afin qu'elles 
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de noter qu'à mesure que l'artiste multiplie les expédients 
mécaniques pour produire ua bon instrumeul, il se pré- 
pare de nouvelles causes d'erreurs dans le maniement de 
sou appareil. Du instrument réduit à ses formes les plus 
aiiqples, dont on puisse évoluer avec ligueur les erreurs 
même les plus sensibles, vaudra toujours mieux qu'un autre 
à formes plus variées et complexés, dont on ne peut pas 
scinder et explorer les causes d'errcnrs, bien qu'indivi- 
duellement ou les ait rendues pins petites. 

4. Les erreurs instrumentales se partagent évidemment 
en erreurs de graduation et en erreurs de marche dans le 
mobile indicateur du phénomène. Ces erreurs, par la na- 
ture mâme des causes matérielles qui les produisent, sont 
constantes, au moins pour un certain intervalle de temps. 
L'emploi plus ou moins fréquent ou prolongé des instru- 
ments, la facilité plus où moins grande avec laquelle leurs 
diverses parties glissent les unes sur les autres, etc., peuvent 
eu faire varier l'inlettsité. Far e^mple, le colonel Peyttci' 
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faîtobserverdansU Description géométiiqua de la France 
que l'usare des centres lend à acci-oiire les diïiancss zéiiï- 
thalesobiiervfcsavecle théodolite, et que lepeudespliditédes 
vis de rappel, déFaulqui peut ËIre amené aussi par le temps, 
cause de nouTclles et sensibles terreurs dans les observations. 
Ces errenre, bien que constantes en général, comme 
nous 'avons dît, pettvent varier aussi, indépendamment du 
temps, selon les portions diverses que les ditlérenles par- 
ties d'un instrument prennent durant les observations. Le 
défaut, par exemple, de verticalité dans l'axe de rotation 
d'un théodoliie cause évidemment, de prime abord, une 

lance zéiùlliale à laquelle on observe. Il en est de mËmc 
pour la flexion et . pour d'autres causes d'erreurs qu'il est 
ïniilile d'énumérer. 

3. n appartiant, par suite, à la scieuce de remédier par 
le calcul à la présence inévitable des erreurs instrumen- 
tales et d'en d^ager les observations, de telle sorte qu'une 
fois réduites, ellei représentent celles qu'aurait fournies.UD 
instrument dépourvu de toute erreur de conslmction et 
de maniement. Or il est beaucoup plus facile au savant de 
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d'une longitude et d'une latitude données. D'après cela. 
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nous n'avons pas à nous inquiéter liiîs i rreiu s instrumen- 
tales que nous pouvons rencontrer, mais plutôt des moyens 

6, On peut (lécouvrirles erreurs insiriimentales de deux 
manières : i" en comparant l'obscrvalion actuelle (a) avec 
ct-llc (/') cju'oii pourrait obtenir par d'autres procédés; la 
différence (è — a) sera un indice de l'existence de quelque 
erreur; 3° en construisant l'instrunicnt de telle sorte que 
les écarts dans les observations, produits par l'erreup în- 
stmiueniale dontonsonpçonnei'eiistence, soient tantôt en 
plus, tani6t en moins du nombre qni devrait représenter 
l'observation dans Tç,cas où l'instrument serait, par hypo- 
thèse, exempt de l'erreur en question. 

Supposons, par. exemple, qu'on veuille vérifier si dans 
un cercle riléridien Î1 existe une erreur de perpendicularité 
de Taxe optique sur l'axe de rotation. On fera deux séries 
d'observations, l'une avec la lunette à droite, l'autre avec 
la lunette à gauche, tournée de 180 degrés ; les poinU de 
mire (supposés à une grande distance) ne seront point iden- 
tiques, si une telle erreur existe, et alors la denti-difTé- 
rence des lectures fournira l'erreur cherchée de collima- 
tîon. La vérification des niveaux à balle d'air repose sur 
le même principe. 

Supposons au contraire que l'on veuille constater si le 
zéro de i'éebelle d'un thermomètre A est à sa place, en 
admettant que le point 100 degrés soit exact. Faisons di- 
verses observations simultanées avec un thermomètre éta- 
lon B. Si toutes les diOérences entre B et Â sont positives 
et donnent pour moyenne a",";, cela signifiera que le zéro 
de A est trop haut de u",'; sur le vrai point qu'il devrait 
occuper. 

Selon les dirers instruments, la détei^mînation des con- 
stantesdes erreurs d'observation est plus ou moins compli- 
quée, maïs il n'entre pas dans notre plan d'en parler. On 
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trouvera bu besoia dans les traités spéciaux les méthodes 
qui perinclli!ut d'arriver à une leWc dëlcrmînalion. 

7. A mesnre qu'on a multiplie les observalions pl pcr- 
ieclîoniié parallèlement les lliéories, la cntiquu des obser- 
vations est devenue plus exilante et n'a pas lardé à dévoiler 
de nouvelles causes conslan tes d'erreur, qui auparavant se 
Tachaient sons l'apparence de variations inexplicables ou 
de variations compatibles avec l'inurtitode même des ob- 
servations. On doit précisément à cet échange continuel 
de comparaisons entre la tbéorie et les observalions le pro- 
grès saillant de l'Asironomic sur les autres seicnces. Ou 
peut dire que la découverte et l'cx^lj^iatiou de nouvelles 
erreurs lui procurèrent loujours de lyDuveaux triomphes. 
La vitesse et l'aberration de la himiéilÉi H Hbrati_^«de la 
Lnne, la dcjtuiVerie de Neptune, en^s^il des tom'oignages 
irrécusables. Parmi les canjes de désaeeord dans les ob- 
servalions, on iioïc depuis ijuclqucs années une sorte de 
prédisposiiion dans l'oiganisjn,; ^\v h vue <]c |v,e iiuK- 
ïidu, par k-qiiel il lit dilieremnioiu des ^lulres, ou pour 
mieux dire par lequel il .ilirlbuc au même mobile une po- 
sition dillërenlc de celle qu'il parail avoir pour d'autres ob- 
servateurs. I.'eiret produit dans les observations par eetle 
prédisposition organique s'appelle erreur porsoinii lh (*). 
Ainsi le célèbre astronome Aîrj, directeur de l'Observa- 
toire de Greenwîcb, nous apprend {voir les Mondes, t. Il) 
que pour rendre comparables les observations des passages 
faîtes par les observateurs S, E, C, L, IC, K avec celles de 
M. Dunkin, il faut faire les corrections indiquées dans le 
tableau suivant : 



(*; D>aptès nu bel» tratail d« K.VroiHAniiaki dt l'OanviiMrtlmpi- 
Hal, t. VIll), il réullordt qua ealle imnr 14 compote neenltellement de 
deu parti» i l'une, vmrldUr. qui at dae ï uaa Mnaslion iDCOinplèle ds 
l'obiervataiir, at que li pnUqua on l'amplol d'appareils ipjclaui peuTCnt 
taite dltparatlre i Vanlre, coBttimtt, qui at due k ta perdilince da l'inprei- 
lion Innlnsnia inr la réllne. 
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ComuiG on le volt, l'iTrour ptrsOLinelIp peut allciiiilre, 
même pour des observateurs exercés, jii.'^qu'à i>\ -i dans la 
lecture du temps, erreur cjul n'est pas iii'gli^calile, car, 
dans les positions géographiques, elle amènerait une erreur 
de i5 mètresenviron. 

Cette erreur pour le même individu pont £lre consîdrrée 
comme constante etfigurera comme tello parmi les erreurs 
constantes et înstrumen taies. Et, en effet, ce, n'est après 
tout que l'erreur de l'instrument dout l'homme est muni 
pour voir, et il demeure par sa nature m&me, înTariable, 
à part les petites variations que l'ige et l'exercice peuvent 
canser. 

Après avoir ainsi exploré Janaiuredes erreurs constantes 
qu'on peut commettre dans ks observations, et après avoir 
étudié sous cliaijue face la maiiièn; dont elles se com- 
porlenl, l'observateur instruit pourra toujours, avec des 
calculs aisés n la vérité, mais souvent bien longs, en déduire 
lus valeurs relatives des observations, qui alors seront corn- 
parables et qu'on appellera réduites, car elles seront ré- 
duites il ccllps (]uc d'autres observateurs, avec d'égales 
données, auraieiil aussi trouvées, dans dus conditions dif- 
fércnles et avec d'autres inslrumcijls, saul', bïeu entendu, 
les erreurs accidentelles dont nous avons parlé. 
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II. 

ERREURS ACCIDENTELLES, LEUR PROBABILITE. 

«. Une fo!s qu'on aura iVumoi des observa lions les cr- 

ellos sPioul umqiiemeni dus à des erreurs acddclellos, 
c'est-à-dire à di;s (riTeiirs que l'on pourra allribuer ïiidiiTé- 
reinment à des causes diverses, quoique incouniies. Tandis 
que le caractère Jislinclifde l'erreur constante consisle à 
altérer toujours dans le même sens les observations pour 
une valeur ionaéa, celui de l'erreur forttiît« ou acciden- 
telle cansîste à altérer tantôt dans un sens, tantât dans un 
autre, les observations pour divers degrés de valeur. La 
première dérive de l'influence qa'eserce une certaine cause 
sur les observations; la seconde, de l'influence que plu- 
sieurs causes exercent ensemble, causes dont ôn ignore 
encore la nature ou la manière d,'agir, mais qui après tout 
peuvent se combiner d'un moment à l'autre, selon des 
résultantes tout à fait opposées. Mais si par liasard les 
observations peuclient pliiLoL dans un sens que daus un 
autre, on devra de suile soupçonner qu'il existe qurlqiie 
cause qui l'Joîgne les observations de la vraie valeur plutôt 
dans un sens que dans l'autre. Supposons, par exemple, que 
l'on ait fait cent observations d'un phénomène A. Si elles 
ne sont affectées que d'erreurs fortuites, il faudra que les 
écarts des cent observations par rapport à la vraie valeui- 
numérique a (supposée connue) du phénomène se par- 
tagent au-dessus et au-dessous de zéro en une série de 
nombres positifs ou négatifs d'une valeur presque égale. 
Car s'il arrivait au contraire que les premières excédassent 
les secondes d'une quantité constante £, on devrait con- 
clure qu'une cause constante E, produisant une erreur s 
sur les observations, est venue les influencer. En dédui- 
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sant lous ces e des erreurs posiliïcs, les erreurs reslantps ne 
seront que fortuites. Si, par exemple, les ci'ul observalions 

entre les écarts posiiUs el les écarts iiég.iufs rcpii-sfiilera 

{par exemple de pression atm05pliéi-i(|Ue) eussent éti' failes 
par moitié avec deux baromôires divers, U <lifréreiiie e 
pourrait être avec raison aUribuée aux conditions physi- 
ques diverses des insiruments, soit oxydation du mercurei 
soit imperfection du vide, etc. 

0. Supposons, pour plus d'iatelligence, qu'on propose 
à douze praaonnes de mesurer la ligue AB = a {Jîg. i) ; 

Hb- I. 



les nues lui attribueront les. longueurs Ac = 7i Ad = ji 
d'antrci, les longueurs Ae = e, kf=f. Les erreurs Bc, 
Bd, Be, BX, pourra qu'elles soient entièrement fortuites, 
seront en plus ou en moins de la vraie mesure AB. Mais si 
je trouvais que ces erreurs icndent à diminuer plutôt qu'à 
attgmenterla valeur de AB,je elierclierais quelle raison peut 
pousser ces personnes à faii'e des leetures plutôt dans un 
sens que dans l'autre. Cela, eu vertu d'un principe bien 
Gonna, qu'un événement qui arrive plus souvent qu'un au- 
tre, indique une cause qui certaincmenl et constamment 
ïtiôue sur son apparition. Je m'apercevrais alors que cela 
dépend peut être do 1 obliquiié de la ligne AB par rapport 
à la position des oBscrvatcurs, comme dans \3.Jig. 2. 

Si les observateurs, au lieu d'être sur la perpendiculaire 
O?, au centre de la ligne Ali, sm.t sur l'oblique OP, la 
ligne AB deviendrait AB' en perspective et serait moindre 
que la première de AB(i — cos «) = AB sin*^ Je trouve 



-lo- 
que les différences des erreurs négatives aux positives sont 
précisément du même ordre; j'en conclus la probabilité 



in' ^, doiii il faut 
lors tjuc des erreurs 
entièrement fortuites qui se bilanccronl d'un tôlé et de 

ganisalion particulière des yeux ou d'autres causes, en 
dehors de l'obliquité; mais il n'y a pas lieu de nous arrêter 
davantage sur ce sujet. 

10. AËn donc que les erreurs puissent être considérées 
comme tout à fait fortuites, c'est-à-dire telles, que par elles- 
mêmes elles ne puissent pas révéler la came dé leur oH- 
gine,.et qu'elles soient imputables sculemeut k des causes 
inconnues, d'égale inlensité, il faut que les obserraleurs 
aient la même facilité de commettre des erreurs, tant enirv 
B et R qu'entre B et B.', dans l'évaluation de la lon- 
gueur AB {^g. 3). 

Vig. 3. 

Autrement, si après diverses expériences je trouvais que 
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la même personne incline à faire des erreurs plutôt vei-a 
un point M entre e et dqae vers nu autre point quelcon- 
que, je serais en droit de supposer qu'il y a dans son orga- 
nisme physiologique une tendance h. errer, que nous appel- 
lerons eirabiliié, repre'seniét par la partie constante MB, 
et qui pourrait £li e do suite t'Iimiiit'c en réfléijhîssantque'Ies 
obscri étions d'un li'l inihviilii doi ii iinont comparables avec 
les autres, quand 0,1 leur ajoute MC ; ainsi 

AM±Me-l-MB^AB±Me = AB±B'', 

en prenant Be =Mc. 

Alors sou errabilité sera comprise entre les limites 
Ba = Me, B/= tid, à c&té du point B. 

En passant ainsi en revue loifs les individus, et ayant 
toujours Boin d'écarter toutes les crretlrs coDSiantes, on 
s'apercevra que tontes leurs obscrva^ons sont réducti- 
bles à' celles d'un seul qnt peut indi0ëremment se tromper 
de 6 ve» e ou de B vers/. 

On conçoit d'ailleurs que les erreurs petites Be, B/sont 
plus fr^uentes, c'est-à-dire plus probables que les er- 
reurs ^d, Bc, et celles-ci plus probable que les erreurs BR, 
BR', limites exticuics de i"crrabllifc. Par lonst'quent, si 
nous élevons sur lus exlrcniitiis des abscisses lepréscnlant 
les erreurs à craindre diverses ordoniit-es égales à leur fré- 
quence, celles-ci formeront une courbe NTR', qu'on pourra 
appeler la courbe de l'errabilité. 

11. Le preininr caractère de l'erreur accidentelle est 
ainsi d'altérer indilVéremincnl en plus ou en moins une 
quantité qu'il s'agit de déterminer. 

Le second caractère consiste à osciller entre des llmiuts 
assignables et généralement assez restreintes. Ces limites 
varient â?idemment selon lo degré de perfection des instru- 
ments, l'habileté des obserTatears, le genre des obserra- 
lions, Dans les observatoires astronomîqiies actuels, par 
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esemple, la Innette méridienne, les micramdtreE, la pen- 
dule sidérale, eto., tont portés à un tel point de perfection, 
etrbabilcléqnel'onest en droit d'atiendre de l'observaicnr 
est telle, que toute erreur au-dessus de o', 6 ne peut plus 



Être contidérëe coi 


nmc accidentelle, 


eto', 6 s 




quant la limite de. 


s errviirs fortuite 


s dans lei 




d'ascension droite 


. S'il s'agit d'un 


ihéodoti 1 




répondre de S", !i' 




diamètre 




lion; s'il s"a;;itd'i 


in lliormomètre, ( 


m pourra 


L négliger, s 


vanl ks divisions 


que Ion y aura 







au-dessous de ou de ^ do degré. De façon que si un 
observateur muni d'un théodolite donnant les secondes 
présente des séries d'observations ovi, tout calcul fait, on 
trouve des erreurs fortuites supérieures A i^, on devra les 
attribuer i s& négligence .dans le pointé, dans le nivelle- 
ment, etc., mais on ne pourra conûdérerles errenriTGOmine 
fortnites, et les séries devraient £lre rejétées. 

Le troisième caractère est que les erreurs vraiment ac- 
cideiuelles ne se commettent pas toutes paiement avec la 
même facilité, mais que les petites se présentent plus faci- 
lement (jue les grandes. Autrement il faudrait nier la per- 
fectibilité humaine à obsr^rver, absurdité évidente. H y au- 
rait m^mc contradiction; car, en vertu d'ant; hypothèse 
tacite, mais très-naturelle, on regarde précisément comme 
étant la vraie valeur celle vers laquelle convergent les ob- 
servations. J'observe la température a sur im tliermomètre 
divisé en dcmi-di'grés ; toutes mes erreurs possibles seront 
fompi isis i nirc (i — o'.S et n -i- o^S; mais il est cliiir que 
les vraies lijduie^ seront plus proches de la hauteur n du 
mercui u qui' le? liiiiiies o°,5. En supposant donc que j: 
soit une eri cur possible comprise entre o et ^ éianl la 
limite de ces ericurs, la facilité de commettre celle erreur 
sera d'autant plus grande que a; sera plus petit. On con- 
çoit ainsi aisément que selon la manière dont ■uarie cette 
facilité, le résultat final déduit d'nne sétie d'observations 
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comportera -une erreur pins ou moins grande; par suite, 
il importe d'approfondir l'étude de cette probabilité des 
erreurs, ce qui sera ie sujet de chapitres ultérieurs. 



m. 




TBÉOBIE DIS MOTïKnÉs. 




12. Soient aeib,b ëiant>a, deux n 


omh,,, f„„,„i. 


par deux observations d'une quantité ^rqu'i 


1 s'agit de déter- 


miner, il est clair que personne ne voudra . 


idopter a plutôt 


que vicc -versd iioui- a valeur ^ 


supposant que 






iiiondf.- adniclti'.i volontiers que la valeur dt 




eiuri- a ri li. V.t comme il n'y a pas de rais 


on pour qu'elle 


se ia]ij>ioclie plus de a que de S, ou inv 




valeur doit être telle, que ses diflerences ai 


.ec a et Z> soient 


égales. On devra donc avoir 




d'ott 




a-hb 









Donc, dans ce cas, la valeur la plus plausible de x est la 
moyenne entre les deux quandiés. 

S'il s'agit de quatre valeurs observées de x, par exemple 
a,b, c,d, la- valeur la plus plausible est encore la Moyenne 



En efi'et, d'après le principe ci-dessus, on peut rempla- 
cer les deux observations a, d par une seule, — ^— -i et 
les deux observations &,cparune antre seule, ^ Or la 
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moyenne entre ces Jeux nouvelles quantités est 

_ a a _a + b + c-\.d 

l î 

On conçoit aisément que pour un nombre pair an d'ob- 
servations la valturla plus plausible est la moyenne 

a+ b + c + d-\ 

c'ost-à diio la somme des quantités observées diviiées par 
leur nombre. 

La mëmechose a lïeu pour un nombre impair 3/1 + j de 
quantités, 

car, d'aprte les principes ci-dessus, ces 3n + ■ quantités 
|ieuvent Être remplacées de (an + i) manières par des 
expressions de cette forme ; 

et comnif il n'y a pas de raison d'adopter l'une plutôt que 
l'autre, Cl qiiV'lk's peuvent toutes représenter la valeur cher- 
chée du l'ti les sommant on aura (an + i) fois cette 
valeur, et, par conséquent, 

I / awïo\ 

d'où, comme précédemment, 



Ainsi serait jusiifiée celle règle bien vulgaiic oi dicice 
par le seul bon sens, que !a valeur la plus plausible de x, 
fournie par pliuieurs ubservalious, csl égale à la moyetine 
des valeurs observées. Eu appelant Jonc o, o', o",,.. les 
résultats de n observalions, et x la valeur cheruhée, on 
anrsit 



i3. Il nous reste encore à examiner si vraiment la 
moyenne arilhinétique est la valeur qn'il convient le plus 
d'adopter qnand la quantité qu'il s'agî( de déterminer 
est connue par plusieurs observations. Quoiqu'il semble, 
d'après ce que nous avons dit au commencement de ce 
chapitre, qu'il ne doive pas y avoir de douie à cel égard, 
nous ajouierous encore le laisoniicmniil suivaiii. Si les 
observations étaient lout à fait cTi.iri^s, les <lilU-rences de 
la valeur cllcrcliée avec l.>5 valcur.s fournies par les obser- 
vations seraient nullrs. Donc la valeur la |.lus plausible, à 
savoir celle qui se rappioi lie le plus de relie viaic valeur, 
sera relie dont les dillercoces-avee les valeuTs nlisorvccs 
seront les plus petites. Si cela est, il fauiha aiis^i ipie la 

petite possible. Pour réaliser celle condition algébrique- 
ment, nous dirons que la Somme des carrésdes erreurs doit 
être un minimum. Soitdonc Q celle valeur la plus plau- 
sible, il faudra que 

(Q_ o). + (Q _ o'Y -1- (Q _£."). -1- ... ^ minimum. 
Maïs on a 

2(Q.-<'P=«Q'-2Q29+ï'''=''(q-^)'+2<''-^' 
on So* — est une quantité donnée. Or le seul moyen 
de rendre un minimum le deuxième membre, c'est d'éga- 
ler à o le carré (Q~~ * ^^"^ susceptible de 



varier. Cela posé, il viendra 

donc la moyenne est bien la valeur la plus plausible. 



14. Notons k 


présent qni; celte valeur de x peut ou non se 




a vraie valeur de ta quanlité qu'il s'agitde 


déterminer. La 


tension niaslimim, par exemple, d'une 




à un degré donne- de température est une 


quanlité cerlai 


emeul iixL>, iiniipie. On pourra multiplier 


les expériences 




mais assurû que 


la moyenne représente cette tension. Il est 


donc de toute i 


iiponance du nous rendre compte de l'er— 


reur à laquelle 


on s'expose lorsqu'on substitue la moyenne 




r que l'on cherche. 


Soit X celte 


valeur; ou aura 



(I) 

et par suite 



X = 0-+ i; 



nX = ïo 4- Ï4, 



Appelons fi la moyenne arithmétique — i et posons 
(3) > = =A 

il viendra 

(41 •x=(.-Hi. 
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Mais comme 





+ 4' + A' + . .,, 


nous aurons aussi 




(5) \' = 


Si' lûA' 


Faisons mai menant 




(6) 


■=v/f 


11 1 

qu on pourra appe er a 


nio^'ennc des crreuTSf on aura 


(7) — 




Mais les eiToui-s A ttarit 


par hyiHilhésL- entière t f 


mites, il esl évidcnl que 


sur un ^v:>u.\ iioiiiLic; d'oLst'rva- 


lions elli's seront à fort ] 


1,'U ],J Ùs iltiiN- .-, ,l^iix r^alrs lL ,i, 




luck-spminl.s Ad' w.oi.L doux ,i 


deux aussi désignes conii 


■airfs, et la somme 2iA' s'amm- 


lera. 





Il viendra donc simplement 



quelle ou peut s'atlemire lorsque, au lieu de la vraie va- 
leur X, on prend la moyenue fi. 

Donc Yerrtur commise dans ce cas est i'"ale à la racine 
carrée de la. somme des carrés des erreurs i/ii'iscc par le 
nombre des observations. 

■ 18- Pour évaluer pratiquement une telle erreur,il serait 
nécessaire de connaître d'avance )cs erreurs A, ce qui re- 
vient implicitement à admettre comme connuë la vraie 
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valeur de X, que précist'iiit'in nous igiionjus, ci 'jii'il s'agit 

lion luffisanie. Voyons, par conséquent, quelle ei teur nous 
commettrons lorsque, an lieu de déduiri! les A de la vraie 
valeur deX, on les déduira de sa valeur approchée, c'est- 
i-dire de la moyenne ariihmédque des observations. 

Soient donc 9, d', S",..,, les écarts on les différences entre 
la valeur approchée duX cl chaque observation, on aura 

(g) [i = o + J, [i = o'-hJ', (ji = o°4- J',. 

Mais des équations (4) on lire 

X = p + i = o + A, fi + l=:o' + il', p+\ — ù"-i-i',..., 

Cl en remplaçant o, o', o",... par l<<ur valeur (9), il 
viendra ' ' - 

ti = X + 3, i' = l + 3', a'' = l + i*,...; 

d'où 

Ei» = nl' + 2i23-l-ïS'. 

Mais comme jj. est la moyenne des observations, on a 
2!Î = o; et puisque 

nV — m", m'=^, 

.„.^^. 

Ln valeur de 1, que dans ce cas nous appellerons spé- 
dalemeut E, sera alors 




Appelons mainti.'nan t £ ce que devient i» dans le cas 
actuel d'uue valeur approchée }x Ae X ; ce sera la moyenne 



des eri'eurs ou Veiivur moyenne des observaiions. On aura 



reiir commise sur la moyctme des oLscrvalions est égale à 
Verivur moyenne des observations divisée pur la racine 
cairée du nombre des observaiions. 

En r^samant co que nous venons cl''apprcndrc, voîci la 
règle pratique pour trouver la valeur lu plus plausible 
pour un.sjstËme donné d'observations également bonnes. 



valeur la ptas pUtiuibie de X ; 

Calculez les écarts cnirc les valeurs observées o et la 
moyenne fi, c'est-à-dire les différences (n — o = d; 

Ven-eur A ci'ain/îre sur chaque abseivniion sera 



16. Exemple. — Qn a observé daus un certain lieu Ae 
la lerrc l'étoile polaire, afin de déterminer la latitude de ce 
lieu, Cl l'on a obtenu les résultats suivants {*) : 







■ à craindre sur la moyenne ^ sera 




11 obliclidra ponr la valeur la plus probable 




17. D'apr&s les considérations eiposéi'<; ci-deisus, i 
voit .[ue IV'i rciir E coniriiis<- sur k- résultat fi.ial ne rppr 



la différence X ^- Il est naiurd, pur co:isé<jneni, de 

se demander quelle confiauce on peut accorder k une erreur 
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ainsi wlcuk-c, o.irc quelles limiu's die esl comprise, ou 
bien jusqu'à quel point elle est probalilc. 

A celle question, comme nous le vertons dans la suîle, 
le calcul de la proliabilitê des erreurs rëponJ que l'er- 
reur commise sur l'évaluaiion de K e»t comprise entre 
+ o.6745Eet— o,6745E. 

Appelons doiu: R l'erreur eninmise probablement surE, 



Cela signifie qu'il j a i contre i à parier qu'en répétant 
les mêmes observations on commettra nue erreur sur 
cbaque observalion et une ei leur U sur le résultat final. 

11 cslGvidcntqu'on peut ronsldéi i;i l'ubservalion comme 
d'autant plus précise, c'eal-ii-dire plus voisine de la vériié, 
que r est plus petit. Par conséquent, la quanlilé rpeui ser- 
vir à donner une idée de la précision avec laquelle ont été 
fait,:» les observations. 

18. Exemple. — Le P. Secclii a fait, da>,s la mcsuie de 
la base Applitnnc, les lectures suivantes pour les Gis d'un 
microscope : 




et pour Vt 



moyenne e des obseiTations, 




Ainsi dans l'exemple ci-dessus on aura 
R = o,6745.n',365 = o-,246. 
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19. Plus les circonstances qui accompagnent une ob- 
servation (méthode, instruments, personnel, -temps dispo- 
nible, état météorologique de l'atmosphère, etc.) conrou- 
reni î la rendre bonne, c'est-à-dire i la rapprocher davau- 
tage de la Térilé, plus elle méritera noircconfiance, et aura 
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tin poids Jans » 


03 déduotîons 


logiques. On coniprrnd 


d'aîllcui-3 que dci 


IX observatioi 


is ou deux séries d'obscr- 


vallons puissent n 


■e pas Ctre t'ga 




<loBcIescon,p.rer, 




7 k rapport de la précision ? 


Nous aurons recc 




ium suivant. Un système 


d'obscrvaiinns, to 


uies égalenicn 


t bonnes, mérite évidem- 


ment d'autant plui 


9 de confiance 


pour les conséquences que 



uons roulons en tirer, qu'il en embrasse un plus grand 
nombre. Nous avons va, en effet, que l'erreni: à craindre 
sur le r&allat est égale k 




et que, par conséquent, elle diminue eu raison inverse du 
nombre des observadons. On voit ainsi que l'on peut re- 
présenter le degré de confiance que mérite nne ol>servaiion 

par le nombre d'obscr valions d'une précision consianle re- 
quises pour obtenir la précision de l'observation que l'on 
considère. Par suile, le poids d'une observation qui a 
rourni la valeur 3; = A est le nombre d'observations d'é- 
gale précision qui donnerait lieu à la même erreur que 
l'on aurait à craindre sur le résultat x = A. 

Ainsi, par exemple, une observation vaudra comme 3, 
une au ire coJiinlo 9; cela signifie i|iie la bonlé i!e la pre- 
mière oliservûlion est érjuivalenle à j observations vl la 
seconde à 9 observations d'un piéoision donnée a. On 
pourra donc admetlre que le poids d'une obseivalion 
peut cire i-epièsi-nlé por le nombre d'ohiervalioiis toutes 
d'égale précision propres à Journir la qunniiié cherchée 
avec wie précision égale à celle d'une scido observation, 
c est-i-dire, plus clairement, propres à four nir un rêsuliat 
moyen, passible de la même err«nr probable que le ré- 
sultat de la seule observation. 

20. Nous avons va que l'erreur probable R est exprî- 
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Dite par r^quation 

b. = o,&}^5e. 

Mais on a 




pour un système donné d'observalions , el pour uii autre 




Supposons maintenant qne les erreurs t, qne l'on' peut 
craindre pour chaque observation, soient égales, ou, pour 
mieux dire, paiement probables, â savoir r= r'; alors il 
viendra 

nK>=n'K", 

ou bien 



(4) r-w- 

CL comme par définition, dans le cas d'observations égale- 
ment bonnes, on a, en appelant p, p' les poids des deux 
systèmes d'observations. 



(S) iijlj. 

D'où il résulte que les nombres, c'est-à-dire les poids 
des observations (en les supposant tontes d'égale précision) 
font inversement proportionnels aux carrés des erreurs pro- 
hahles à craindre sur le résultat final. En d'antres termes. 



(6) , = |.. 

K 

(7l /' = ïi- 

'K étant une constanie qucluonijuc. 

SI. Si l'on rempUco K et E par leurs valeurs (g III), 
l'^qaalion (7) devient 

■'' — (0,6745;" 23' * 
CI, en observant (]iui l'nn h 

o,6745 = pv'2' ? = o,4l69, 
comme ou verra au § X, il vient 

(8) 

ponr n suffisamment grand, on ascDsibleracnl 

(9) ^ = ^St''- 

L étant une consiantc. 

On déduit aussi des principes exposés que poùis ila 
la moyenne de n observations est n j'ois le poids d'une 
obseivation sinipla. En eDet, soit P le poids de la moyenne, 
et p celui d'uue observation simple, on atira 



j_ »f«-i] 



£, î étant .toujours les erreurs de la inoyCDDe et d'une 
.observation. Mais on s 
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Notons encore que, pour des observations îni'picmeiit 
bonnes, on aura 

et, en général, quelles que soient les observations, 

22. Exemple I. — On <j fait pour la mesure 4'<m 
angle cinq séries d'ohsrrvalions, dont les erreurs pro- 
bables sont ivspeclivement 

^",10, o",8o, i",6o, o"j5o, i",ï. 

Quels seront les poids canvspondants des ohseiviitions ? 

D'après la fomnle (a) ils seront 



et par conséquent (eu (nuiiaiil K = iou) Us scroiu ii peu 
prèi proporiiounels A 

7, i5, 4t S- 
Cela nous apprend qu'on peut réduire les 5 séries 
d'observations, quelles qu'elles soient, >i 5 autres, toutes 
égalemcnl bonnes, mais an nombre de 7 pour la première, 
de i5 pour la deuxième, de 4 pour la troisième, de 4o pour 
la quatrième, de 8 pourla cinquième. Nous pourrons ainsi 
comparer une observation à une autre, eldiri-, pare^iemple, 



-ar- 
que les observations Je la première série valent ou pèsent 
lO fois plus que celles t\e la tniisicmc, et ainsi de suilP. 

23, ExiiKPLB II. — Supposons tjim V inexpérience d'un 
observateur soit telle, qu'on ait à craindre de fui nue er- 
reur deux J'ois plus grande que d'un autre obseivateiu: 
Quel sera le poids de ses ohsrrvalions? 

R. — Le poids sora ^ i; i^V.st-ii-dïi'e sou abs^i v.nioii 
vaudra f (k- wllo du raulic <d>si rvak>ui', et pour r.;uiliu 
comparables les deux résuhats, il faudra que lu premier 
fasse un nombre quadruple d'observations. 

24. Exemple liï. — On a déterminé la latitude X d'un 
lieu donné par deux sén'es d'obseivations, l'une faite 
avec un sextant, l'autre atve un théodolite. On a trouvé 
pour la première et pour la seconde série respectivemciU 

l, — 49° r6' 1 3", avei- une erreur probable R, cie ± 5", 
1, = 49"! 6' 10", . . H-ilfid^S". 

On demande quelle est la valeur la plus probable de la 
latitude et quelle est l'erreur à craindre sur le résultat. 

Appelons pi,ps les poids des deux séries d'observations, 



ei, en prenant K = i5', ils deviendront 

Ces nombres signifient que ta première valeur de i est 
équivalente à la moyenne de 9 et, la seconde, à la moyenne 
(le a5 observations d'^ale précision. Par conspuent, la 
somme gli 4- aSili est équivalente â celle que fourniraient 
34 observations, toutes de même poids ; en la divisant donc 



par 34) c'cst-fl-diie par le nombre des obaLTvalîons, on 
aura naliireliemeiit la valeur moyenne de ces observatioas. 
Appelons-la I., il viendra 

= 34 ''9 + H = 49"'6'.o',8. 

25. Chcrch-OUi inaiiilcnant l'ciTeur probable n corres- 
pondante à ruiiilé de poids. 

D'après lus équations (ii) et (la) l'erreur pitibable t., 
corrcspondanle à l'unilé de poids, sera 



Appelons mainienanlPle poids du résultat final L; : 
anroiis évidemnient 

et pareillement 

R désignant l'erreur probable de la moyenne L. En c 
parant les ^uations, nous aurons 



et, en ^ard à La relation (6), 
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on encore 




DaiiB le cas actuel B| s= S, B| = 3, et, par coaséqueui, 




La valeur de la latitude L = 49°'f>' serait donc 
exacte entre les limites 3", 5. 

Noionsqne l'expression de R peut encore se mettre sous 
la forme 

» = ^»//'î»î 

Fil effet, on a 

d'après les relations (6), ou ciiGd 

(■6) II = 5\'/'ÎHÏ-+-/'ÎR;- 

26. En général, étant données diverses valeurs dex par 
le moyen do ti séries d'observations. 
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la valeur la plus plausible de :c sera 



(,81 X - P'"' + /^«i . . +p,« 

p,+p,-hp, + ...-\-ji^ 

Cl II' poids sera 

{i!)î V = p,+p,-i-pi-i-... + p.. 

Ou aura encorn, en suivant la môme marclie qu'aupara- 
vaut, 

(ai) K = ~</p',r].^p\r; + p\ii + ... + p',rl 

V. 

TIlflOBIE DES SOnDRES GAHHËS. 

57, Supixisuns (juopilie tîes tiuaiililcs domines <;l i quan- 
liiw iiuiiiiiiui's qu'il s';igit de délfiuiiner, il exisie un 
uoinbi'e /> d'équalious do toiidilioii, supérieur à celui des 
iiicotiuues. Il esL livideui (ju'en tomhiiiani i à i les p équa- 
tions, ou obiiendra divers aysi^iuciï du valeurs pour les ï 
inconnues propres à satisfaire à une partie, maïs non a la 
totalité des équations. On tie saurait pas au premier abord 
lequel préférer de ces différents systèmes, et ou n'aurait pas 
d'iuilre critérium pour clioisir l'un plut6t que l'autre, 
que de les substituen succejsivcmeut dans les équations 
du condition, et de voir quel est celui qui, avec ]esp — ' i 
équations resiautes, fournirait un système d'erreurs, c'est- 
à-dire d'éearis de o, les plus [lelSts poasibli). Ce serait une 
opériiiion Irès-lougULS pii;si[ue impi alicable, c]i[i du reslc 
ni: coiiduiiait pas sùienieut an bui ; car, alors iiième que 
l'on coimailrait les vraies valeurs des inconnues, il pour- 
rait très-bien arriver que leur substitution dans les ;>équa- 
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lions produisît des écarls cncori; plus grands que ceux 
obtenus par la mélliode prûcédciitc, ce qui proviendrait 
évidemment de riniperfeciiou des observations qui ont 
roumi les p équations. Au milieu de ces incertitudes cl 
de ces difficultés, le parti suivant parait préférable. 

Parmi toutes les valeurs que l'on peut atiribucr aux 
inconnues, on préférera celles qui, hubstiiuÔL's dans les 
équations, fourniront des dillereiiccs avec o (piises en va- 
leur absolue, c-est-à-dii c abslraclion fallc du signe) les plus 
petiles p03sibl(!s; car il est évident que, dans la question 
actuelle, peu importe le signe de l'erreur, pourvu que l'on 

niêmc eue (aiiiôt d'un signe, liiiiLÔt d'un iiniii , pnKime, ikus 

Mais pour remplir aualyliqucmcnt celle condition, à savoir 
de ne tenir compte que des valeurs absolues des erreurs, le 
moyen le plus naturel c'est d'en considérer les carres, et 
ensuite de faire en sorte que la somme de ces carrés soit an 

38. L'application de cette méthode dans les divers cas 
que l'étude de la nature peut présenter, forme précisément 
l'objet de la théorie des moindres carrés. 

Deuit exemples sulliront à éclaircir ce qui précède, 
1° L'étude des oseillalions dti pendule à diverses lati- 
tudes amena les physiciens à conclure que la longueur î. 
du pendule qui bat ta seconde dépend de la latitude iji du 
lieu,Eeloli une loi déterminée expiîméopar l'équation 

\ = x -i-j-sina'J'i 

(iii 37, î. sont deux longueurs qu'il s':igit de trouver. Divers 
obseriateui s (élébre.i firent h cet ég.ird des expériences que 
nous reproduisons dans le tableau suivant : 
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Saiiil-Félcrit 



Onlrant el Mnoperlnlg. 



Les résultats de ces' observations, substitués dans l'é- 
quaiion précédente, donnent les cinq équations de con- 
dition : 

' a: -+ 0,00000 ~ o,99o564 = 0) 
ie + j-.o, 10016 — "fOO' i5o =i o, 
X + 0,56672 — 0,91)3867 = 0, 

X + f. 0,^2807 — 0,994589:^0, 

x + r.o,84829-o,935325 = o. 

Si on leor applique la mélliode des moindres carrés dont 
nous parlerons tout l'Iicurc, -elles se trouveront rempla- 
cées par les deux suivantes 

X -i-j-.. 1,44-65 — 0,993099 = o, 

JT-t-J-. 0,70306 — 0,994548 — 0, 

bien propres à fonniir un raiiiimiini pniir la somme de» 
écarts; on en déduira 



",990555, 



%oo5r>;8H, 



niélrnrnlogisti's , paraissent di'peiidie ik: la laliludi;, di 
l'altitude et de la teiiipérainre du lieu. Voulant clicrtiie 
jusqu'à quel point, pour un même lieu, elles peuvent va 
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rier avec la lempéralurc, j'ai déduit, des observations i^uo- 
tidicnncs du professeur chanoine Parnisetli, d'Alesandne, 
1,1 iiiovoiini: des résultais moyens barométriques et iher- 
iiiiiiiii:iiitjucs pour lea cinq annuel i86i-i865; je les ré- 
suini! dans ce taLleaii : 



Décambre.. loacsx-f-r.i.ia 


Juin 


.i5 = jtH-/.«.54 


JanTiw... 73h.3:4-j-(--o,37> 


Jnillsl. 


.4c. = =r+J'.!.S,.i 


r«Tri«.... 93=«-<-r. «,93 


Aaat 


iJe = ie-l-j-.a4,Si) 




sonicrnnre 






Octobre. . . 


109 = 1-1- j', 14.00 




Novoiiiljre 


90 = 7,00 


OÙ les premiers membres c\p 


riment les 


aria lions baromé- 



triquês de i^bcures à 3 heures de l'après-midi, exprimées en 
■jjj de milliiuèire, ei les seconds membres représentent 
lea temiiératures moyennes en degrés centésimaux. En ap- 
pliquant la méthode des moindres carrés, on trouve qoe, 
cil désignant par v la variation diurne barométrique et t 
la température, on a, pour Alexandrie, 

ce qui prouverait une certaine influence due à la tem- 
péra tnre. 

VI. 

MÉTHODE DES MOINDRES CAIIIIÈS rOUll PKS Éyi;\TlllNS 
I.INÉAIHES. 

30. Pour plus de simplicité, considérons un système 
d'équations à trois inconnues seulement; le raisonnement 
ne perdra nullement de sa généralité. 

Soient 

I ax + bj- -t-n + d = 0, 
\ n'x + b'j + c'z + il' — o, 
(I) I a"j:-l-*"7-l-c"ï-l-rf" = o, 

3 
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Its équations de cotidilion. Soient e, c', e", e'",... les ré- 
sultais de la subsUtutioii des valeurs des inconiiueg, qnè 
nous nous proposons de déicnniiier, dans les premiers 
membl-eB des ëqualîous susdites. Si ces valeurs étaient 
vraies, les e seraient nuls: maïs comme elles ne sont qu'ap- 
pi'ocliées, ces s seront les erreui's coiiuiiises, cl elles expri- 
meront de combien les premiers membres dilïercil de o. 
Or, afin que ces valeurs, par les raisons ci-dessus exposées, 
puissent être pour nous les plus plausibles, il faudra que, 
en vertu des principes exposés, la somme 

En supposant, pour un instant, que les x, y, e,. .. 
représentent les valeurs les plus plausibles, l'etguation (a) 

deviendra 

j 1 + ''r + « + {aU + b-y + + d)' 

< \ ^(n-'^ + by-^c"z + dY + ... = m\ji. " 

Mais, par des théories bien connues, pour que les valeurs 
X, j, s, . . . rendent le premier membre un minimum, il 
faut que les dérivées relatives à chaque inconnue s'an- 
nuleut. On aura donc successive mcni pour D,, D^, D.,... 

I [ax-^bj-i-cz + d)a-+- (a'x + b'y W) a' 

l +(a'x-i-liy+t^x + d')a" + . .. = o, 

, I {ax + b_r-hct-\-d]b-h{a'x+b'jr + c'z~\-d']i' 

+(a-:=-f-6V+c'« + <i')*" + ...= o, 
I (aj:+bx+cx-i-d]c-h('^'>!^b']r-+-efs-t.d')c' 
[ -i-a'x-h b°j-+c"î-t-d'')c° + ...= o. 

Iïn'x + Znbj+ ïorî + lnd=io, 
Zabx+ Xh'j- + ïfiei + s4c/~o, 
ïflc* 4- ibcjr + ïc'ï + icd = a, 

qui seront les équations noi^males que l'on cherchait. En 
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(Ira les valeurs cherchées de jr, y, z. On voit, en généra!, 
«I^u'ayant antant d'équations de la forme (4 ) qu'il y a di- 
dijiinées et parlant d'inconnues, ce procédé conduira tou- 
jours à un nombre d'équatiotis égal i\ celui des inconnues, 
d'où elles pourront toujours être élimu;éi's. 

Observons en pa^s.iiit que les lopliu ieiiis des iiiiunniies 
dans les équations (5 1 forinent un déterminaut symétrique 
par rapport à )a diagonnle, savoir : 

(6) iab, 1.b'. ^hc. 

( îoc, 2ÈC, li^i 

et <|ue, par suite, il sufEira d'en calcnlcr une partie. 
D'ailleurs, comme on a 

■ ^ab~l[^[a-hà)'—la'—Xb'], 
I«c = -[l(o + c)' — In' — ïe"]. 



on voit qu'on pourra déterminer tous les coefficients (5) 
au moyen des sommes des carrés Sa', et des 3amm.es des 
carrés S{a-l- &)'descoeflîciciit5 sommés deux à deux. Puis, 
an moyen d'une Table des carrés, on trouvera facilement les 
coefficients avec de simples additions ou soustractions. A 
CPt effet, nous avons donné, à la fin de l'Ouvrage, une Table 
qui fournit les cairés des nombres depuis o,ooi jusqu'à 
11,999, tirée d'un travail de Scbvïciger, eiquc nous avons 
étendue de 10 à n, laquelle, dans les limites des observa- 
tions communes et en préparant convenablement les équa- 
tions, suffira dans la plupart des cas. 

31. ËXEHFLB I. — DéterminaUon de la valeur en se- 
condes d'une division d'un niveau à huile d'air. 

Plaçons sur «ne Iniiette d'un cercle méridien ou d'un 
3. 
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lile im niveau, et <1oniini:s à la luiicuediv 

), qu'on lira sur le cercle. Â ces inclin 
lit auUat de courses de la balle d'air, et par suite 
de lectures de divisions relatives à la position de 



On 



peut repre 



par le nombre des divisions (/i) parcourues 
la bulle rédoiie en secondes, en stipposaitt ci 
angulaire f de cbaque, division, 



n (1) delà luueue. 



rie centre de 
luela valeur 



En fais 



it div( 



. Voici par exemple un lablea 



- 7,S + a3,6 



0,000 = 1 — 8, aog, 
o, 329 = — 4,659, 
<,,m ^ .<■ ~ o,ti5g, 
i,o3[ =zj- 3,359, 
i,4(>5 — - X — 8,009; 
et les équations normales seront 

5 j: — i.aSg = + 3.5o8,' 
— 485« + 163,48759 = + 13,70a; 
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d"oû l'on dédmi 

.^■^o,:^y., > M,,,,,,,™,;. 
Par couséqueut, pour ii'iiu^u] ic i|ui llc |Hiiiljiiri du c;i>i'c !<■, 
l'inclinaison du niveau sera foui nie par la i^iiiiplL' lecture ri 
des divisions, moyennant la formule 

\ = o", 73470 + o'',O90OO97n. 

32. Exemple U. — Délenrf^atio'i '/'■ la ,/;/fér,-t,rr <!,-. 
longitn/ii: ciiirc Umix lieux. 

A cet effet, on emploie quelquefois des diroiiomèircs que 
l'on transporte d'un lieu à l'autre en les échangeant. 11 est 
évident que la difTérence de marche des chronomètres bien 
constatée indiquera la différence cherchée de longitude. 
Sans entrer à cet égard dans des détails minutieux, nous 
donnerons les équations de condition auxquelles a conduit 
la détermination de la distance eti longitude des Observa- 
toires de Puikowa et de Dorpal, n savoir: 













-- - c>",386 






-0.04.,. 


+ o,5ai.t -(-,> - 


e,T93. 


— o,38fi. 








-+-0,5lc>j:-f-/ + 


.'-4 


^ + 0,179, 


+ 0,5,,.r-.r + 




=3 — 0,343, 


+ i',579j: -i-v — 


0,079: 




+ cl,?ii ] r — r — 


o,356: 


- -0,348, 




,,,345 = 


+ o,5oH, 


la iiiéiliolie des n 


oin.lie 





des Tables jointes à l'Ouvrage, on dédiiir.i facilement les 

équations normales 

+ 2,8601-1- o,o38j- — 0,329! — — 0,444, 
-I- o, o38 j: -I- t o, oooj- -I- o, igèz = + o,63o, 
-0,139*+ 0,1967+0,5341=1 + 0.496, 
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par lesquelles on irouvera 

+0.8,4. 

33. H nous reste à voir maiulonaiit comment on cal- 
culera l'erreuF moyenne dont peuvent être affectées lus 
valenrs de x, y, a, ainsi déterminées par la méthode 
des moindres carrés. Sans reproduire ici la dcmouslratiou 
donnée par Gauss ('*). ce qui nous entraînerait irop loin de 
notre but, nous poserons avec lui la formule 

(jui donnot ii l'i'n'i'ur miiy' imi' comiiiisi' sur los p t-qiialionp, 
en appdatit a li?s érarls de o dos équations (1) après y avoir 
subslilné les valeurs de X, j, z fournies par les cqualinns 
résolvantes (5). 



f*) Ou peut as rendre comple, k noire aiis Ipès-fadlement, de cetle foi- 
mule ■■■u iioiser par Ib dimonstiatioa da GoOM, an reinarquanl an dé- 
nnlliveqne 1e> éqnitioni r«o1nnI«(4), (5) nainni qna lu àqnatiana (i) 



^reiid iluiii', «itiiiie nmi^ niurij diL au n" 37. les taleurï <!e t.--- 
dans les / équations iwolvanlea pour les subjtiluer dans les autres, les 
PearlsneselrouYeronlque dans les ^.-i équations. Ces écarts élint donc au 
nontlirede;< — eitévEdenl que c'est Lien )>ar/> — f qu'il faut tUriier ks 
sommsi des cHrràdcB erreurs. D'ailleurs, mènicei^ npcmnlde la sorte, la 
somma Eli' ne peut pu varier, car autreinenlelio ne serait pas un miniimim.' 

G'eit par un aemblable raison nement qu'on pourrait, par intuition, juili- 
BerlararaDla^io], S III; car l'équiUon /i= ~ peut remplacer une des 
oqualions daonéei, al alors les vraia écarts aa réduisent • n — 1. 



Digilized By Google 



38 — 

Cela posé, en nous bornant an cas de ( = il, les «rreura 
à craindre sur les valeurs des inconnues X,f, 2, que nous 

en appelant A, B, C les valeurs qu'acquièrent X,jt « lors- 
qu'on remplace succeuivement le sjstéme (5) par les suï- 

T,a'!i!-\-ïab]f-V ïoci— o, 
Ia6j;-l-2iV + 2*cï = l, 
î acx+ Ibcy + ïe'a =0, 
■ïa*x + 2(rêj' +2<irï=0, 
labx + Zè'x + ïicJ — o, 
lue3--f- ibci- -Mc'i :^ I. 

F,n daulrcs U.-rmM, pour rcux .lui sont au courani de la 
ihi-orie des détcrminanls, les valeurs de A, lî, C seioul 
fournies par les équations 

iJla' rfïÉ' il^c> 

A étant le déterminant (6) . 

Le cas général n'offrira plus de difficullé. 

VII. 

HtraODE SES HUINDRES CAHBtS FOUB DIS tQUÀTlONS 

yov umutxs. 

34. Lorsque les équations (le condition ne sont plus 
linéaires, mais d'une forme quelconque, on peut encore 
appliquer la mélUode exposée, pourvu que l'on connaisse 



Digilized by Google 



- 40 - 

un premier sjslémi:ilii valeurs ([ui salisfassenl appi 
livemeiil 'aux l'qii.nïoiisi alms un pourra 
différences enlie n-s \:,\r,u^ fl lt!s plus pL 
condiûra égaleiiii.'iii un hiii. 

Soient, par eienipli;, diverses éqiiationsà l 

!F b,.. )=o. 

r[^, r, », ^',b-,...).^o. 



Soient Xi, a, les valeurs de :c, ^ , z, qui saiï.-.ioiit ilcj:i 
avec une ccrlaiiie approximalion aux éijuations données. 
Les valeurs les plus plausibles, c'est-à-dire celles qui ren- 
dront minimum k somme des carrés des erreiirs, pour- 
ront ê[rc rcprvsculécs ainsi 

En substituant ces valeurs dans (i), développant par Ja 
série de Taylor selon les puissances ascendaDtes de Sx, 

5y, 3*, et négligeant les puissances supérieures â la pre- 
' mière, puisque les valeurs des â sont très-petites, il viendra 

HF, , ,IF, . rfF, . 



où en général F'" indique le résultat de la substitution de 
*n /u 'it <l»n» l'équation F'"'. 
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35. ExEHFLE. — La baliâtiqoe iioils apprend qu'eu 
appelant 

/ la portée, 

1 la profondeur à laquelle esi tombé le projectile au- 
dessous de l'horizontale passant par Torigine de la 
trajectoire et tangente à la courbe, 

c un cocllicieiit relatif à la résistance de l'air, 

Supposons qu'on veuille, avec une série de tirs dans les- 
quels on emploiera toujours des charges égalas f! dt's [jro- 
jectiles de même poids et de même forme, déiertniiicr les 
valeurs de c et A. Si on appelle c,, A, les valeurs approtliéi-s 
de cet de A, les équations linéaires que l'on cherche stront 
de la forme 

+ 8cîA,l— (e«''— 2r,/— i) =o, 
et il y en aura autant qu'on aura fait de tirs. En les trai- 
tant par la métbode des moindres carrés, on déterminera 
les îaconnues ^c, et 6liy, et on aura enfin pour les valeurs 
de c et de h les plus satisfaisantes 

c = c,+-3c„ h = li, + ik,. 

VIII. 

PROBABIUTË TÏFIQUE bKS ERREURS. 

36. Nous ferotis précéder cette étude de trois lenimes. 
i" l^a ph>babilItéC d'un événeniect est le rapport du 

nombre F des événements favorables à celui P des événe- 
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Exem-LB. — U y a dans une urne ao boules blanches 
et noires, dont 5 noires. Quelle est ta probabilité d'ex- 
traire une boule blanche? 

Celte probabilité sera 



a" Lorsqu'un évenetnuni T dupcnd du concours île deuï 
ou de plusieurs événements. A,, B,, Ci,..., la probabilité r 
de T est égale au produit des probabilités et, y des év«- 
nemeais partiels^ e esi-a-dire que l'on a 

Exemple. — Quelle r:st la probahiliié d'exiraire de lit 
même urne une blanche et une noire? 

La probabilité de la blanche est, comme nous avoua vu, 
uiais après l'avoir extraite, comme il n'eu reste plus 
que 19, la probabilité de la noire est— ■ Partant, la pro- 
babilité T cherchée sera 

i5 5 i5 . t ■ 

— — jri envii'on'B- 

20 19 ^5 • S 

3° Supposons qu'où laisse tomber am fois nue pièee 
de monnaie. La probabilité défaire im certain nombre de 
fois croix ou téle varie évidemment avec ce nombre, et 
elle est égale à la probabilité de faire, en lançant ensemble 
am monnaies, mdbi fois croix ou l£le, l désignant un 
nombre entier quelconque < m. Soient P„, les pro- 
babilités de faire ni ou m 4- / fois croix, on aura (*) 

{_') Nam doniiDni caUa Tgraule «iofi que lealenineiGoniiDC conDii*, car 
leur dâiDOnilraUon Dout aulnlnarilt trop loin do csdn où non noui 
Bommu nilretoli. On en ironTera d'alllann le* démonitTatioiii dani In 
dlien Troiiét de Pnbaiîlliét indiqnéi à la Bn ds l'OsTragi. 
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Il est évident que P„_( = P,^( , car l'événement m-t-l 
croix correspond à i'événeinciil .issfcii; m— / lôtt-s sur une 
jetée de m + / + m — / = '^iii intjiin;iipfi. 

37, Appelons maintenant 9 (.i^j la probabilité d'une 

probabilité étant égale alors pour des erreurs soil positives, 
soil négatives, celle fonction sera paire. Déplus, eu égard au 
troisième raraclèredes erreurs fortuites, elle devra s'annuler 
par 3: = 6C , et prendre une valeur conslaute pour x = 11. 

Plusieurs fondions pourraient déjà salisfaire à ces con- 
ditions; mais, pour se faire d'abord mie idée de celte 
fonction, tioui poarnm» invoquer le denxiime lenune. 

Les chances ou erreurs que nous venons d'examiner sont 
analogues à celles qui se présentent dans.le tir à la cible. 

Cela étant, soit ^ (x*), puisque la fonction est pairs, la 
probabilité d'atteindre la râble 'à lue distance hoiizoutale^c 
dU'Ccnire, f (j'*) celle de l'atteindre k une distance verti- 
cale y du centre, et enfin f (r*) celle de l'attdndre à une 
distance radiale r. Comme le point placé à l'exlrémîté du 
rayon r est précisément situé à des distances x et dans 
lesdcus scnshoriî.ontalel vertical, on peut considérer l'évé- 
nement (r) comme composé des deux événemenls (a^) et (j*). 
Par suite, selon le deuxième Icntnic, la fonction devra sa- 
tisfaire à l'équalion 

sous la condition 

On trouve facilement que la fonction propre n satisfaii-e 
simultanément aux deux conditions 

n, b étant deux constantes. 
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On a, en effet, 

La forme de notre foiii tioii, jmisqiir. Ton iloll lejeter le 
signe + en vertu ilti deuxième lemme, si^ra lîonc 

'»('■)=«-''•. 

on, ce qui esl équivalent, 

C et A étant deux constiintes. 

38. Mais, en ayant recours an troisième lemme, or peut 
aussi et avec plus de rigueur étudier la nature de cette 
fonction. £q eOel, l'erreur qae nous considérons étant 
par sa nature entièrement fortuite, peut être supposée pro- 
venir de l'inflnence de plusieurs causes inconnues super- 
posées, dont chacune agiraît'daia un sens on dans nn autre 
pour produire l'effet ± As: ear le résultat. Car si l'une 
quelconque de ces causes prévalait, elle tendrait à accroître 
dans un ceriain sens l'erreur, qui aurai t par conséquent, con- 
irairemenl a l'iirpollièse, une partie conslanle. L'ajiparition 
d'uiic t;ii jioul (loue ('Uo Comparée à ]a jelée de 3m mon- 
ter aiom d'tiii côL^- -h Ax pour croix, do l'aiui e — Axpour 
tèle. Si dans la jetée il se présonie aulani de troix que de 
lètes, les choses se compenserout et l'orreur sera nulli;; 
s'il vient seulement croix ou tète, l'erreur sera ± amAj:. 
En général, s'il sort (m -j- 1\ crois, l'erreur sera 
(m -h — {m -~ l)ùx = al&it, 

La probabilité de l'évéDement [m + l) croix est, d'apr^ 
le troisième lemmCr 

Posons 

X=2làx, Pm*J = Pn Pm = C 
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il viendra 

Mais lim^x représente une quaiitilé auïisi grande (]ue 
l'on ïtut, puisque m, pour la forlnilé des erreurs, doit èire 
supiiosé ircs-grand. Cciteqiiaiiiilé, umltipliée par la quan- 
lilé inlîilimetit petite Ax, dounera un produit tim, que 
nous' représenterons par — - On aura doue 




où Cest une constante qu'on diiierminera tout à riieuie. 
Voici, en attendant, quelques valeurs de .la fonction 

pour le cas de /; — i , 



I 1 0,91 I 0,78 1 0,77 I 0,1.Ï 

et la courbe représentée par l'équation y — sera 
celle de la Jig. 4> ■sjmptoiique, comme l'on voit, de l'axe 
desabscisseB. 

Fig. 4- 




Gomme on pouvait s'j attendre, les probabilités de coni- 
metire des erreurs représentées par les ordonnées de celte 
courbe sont d'&uUnt plus grandes que l'erreur est plus pe- 
tite, et elles décroissent rapidement k mesure que l'erreur 
augmente. 
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39. Nous pouvoDs encore retrouver l'espression de y (x) 
i:n suivanluiiû voïo tout à fait différente, re qui confirmera 

rmiinii's par l'oLsprvaiirm d'une iriLOuiiuc x, (]iii sera, 
par exemple, la longueur d'une base, le poids d'un gaz, cic. 

nombre n, 



U s'agit de déduire de ces olscrvailous le valeur la .plus 
probable de x, c'-esl-n-dire une valeur qui se rapproche le 
plus delà vérité. Bem arquons, k te sujet, que si la valeur 
cxacle de x nous était connuo d'avance, on aurait la certi- 
tude d'avoir commis dans les observations les erreurs 



Maintenant, si <f [e] euprime ia probabilité de com- 
mettre dans une observation l'erreur. e, la probabilité de 
faire dans les it observations susdites un système d'erreurs 
tel que le septième (i) serait, en vertu du deuvième leitime, 

P = ,(.r-»),(x-o')ç(.r-<,-)...s 

etcommeplus x tend vers sa valeur exacte, plus on acquiert 
la certitude qu'on a fait les erreurs ci-dessus indiquées, 
il faudra que la fonction P, par laquelle on ciprirae la pos- 
sibilité de faire ces erreurs, devienne d'autant plus graude 
que X se rapproche plus de cette vraie valeur. Donc la vraie 
valeur de x sera celle par laquelle la fonction P devient un 
masimum. 
Il faudra donc que, en posant 




on ait, d'aprâs des principes connus, 

(2) (^-0')-t-^-'(«-<.')+...= 0. 



1 les équations, que r 
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Celtfestparfaiiement permis. Si, avant de faire les observa- 
tions, on demandait la piobaliililo de commcltii.- les «r- 
reura X — o, x — o', x—o'\.... ce tic prnhabillK; serait 
et elle serait détuiminec , puisfjui: Jcs erreurs nous se- 
raient connues. Mais, après les observalions, les erreurs 
faites ne nous sont pas connues, et, .parmi ions les sys- 
tèmes d'erreurs possibles et île probabilités relatives aux- 
quelles donnera lieu lUdoptinn d'une valeur pour x, il 
faudra prendre celui pour lenuel h Drobabilité de les avoir 
commises sera la plu» grande possible; alors le système 
correspondant d'erreurs sera celui qui le plus probable- 
ment sera arnvé, et par conspuent la valeur relative 
de X sera la plus probable, c'est-i-dire la plus voisine de 
celle pour laquelle les erreurs supposées auraient été cer- 
tainement commises. 

40. Pour déterminer la fonction ij^, nous admettrons 
que la valeur la plus plausible de x soit donnée par la 
moyenne des valeurs (o) 

comme nuus l'avons déjà vu au ^ III. Supposons mainle- 

„- :- o" — û'" — . . . = n-\- nit, 

etl'équaiion (a) deviendra 

f[l"-0-l+("->lf(-.) = «, , 

ou 
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Cela ayant lieu pour touie valeur de /i, il s'cnsuit'qui 
esi une constante. En la diisignant par h, on aura 



,(,) = !,., 

i étant une autre constante. 

La constante li, d'après ce que nous avon 
doit ëli'e négative, aiin que [x] devienne u 
pour£ = o.'Nobs poserons donc 



liner l'autre constante, nous observerons 
r (puisque l'on a la ceititude de faire une 



■ fi • 

ce <{ui déterminera la constante G. 

41. Jusqu'à prdaent nous avons vuqnelleesl laprobabi- 
litiî (^{x) do commettre une erreur « = 0P 5). Mois 
on pourrait se proposer encore de savoir quelle est la proba- 
bilité de faire une erreur comprise entre 0Q = — (3 et 
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OV = 'J, iiTliriTln' qui se piT'^cnc^ sou vcn l dans la i)rati(|Ue 
dpsobsprvalions. A cet efliît, remarquons tiue,si l'on ajipL'Ile 
fis. 5. 



{x) la probabilité de commeltre une errear x,. celle de 
Goinraeiirc une erreur a; + lir, c'fst-â-dire ^ {x-hdx), 

+ la possibilité de cammrltn? iineerrnircompriie 

pai' cunséqueui ci'llc-ci sera 

Or, d'après le premier It-mme, la probabilité de faire 

bililé divisée par la somme de coules les possibilités de toutes 
les erreurs (jue l'ini peut rottiniettrc entre leurs limites ex- 
trêmes, que nous supposerons être actuellement OP = i(, 
OP = j3. Celte probabilité sera doue 



Bemarquous mainienant que l'intégrale / e~Vi/j;' 
exprime l'aire QQ P P, et que l'intégrale 

dénote l'aire totale comprise entre la courbe et l'axe des 



- 1)0 — 





1 osL Ini 


iu. Ces 


. dfu^ aires, par la nalurc 


inùme: de la toui 


be, Jill 


l'i','M ; 


[>m enlrn elles, et om peut 


suiisiiiui^r l'uni; à 






tecd'aulnnt plusde laisoc. 


qu'au delà de ce 




limites 


011 peut adiiicllrc couiuie 




ks erre 






a.u delà des poin 


tsQ et 


P, les 


ordouuées seront très-pe- 


titus, et l'aire c< 




idaule 


aussi. Donc, sans craîme 


d'erreur dans les 


cas praiiqucs, 


on peut écrire, au lîeu de 


l'expresaîon de P. 


, la suiv 


aille : 




P=- 


Ce-*'- 







AîiiHÎ, la probabiliié de faire une erreur comprise entre 
— a: et + a: sera 

Si l'on fait = oc , ou aura P = i,cu<|ui est éïldenl: 

L'iulégralc susdite, en posaul, avec Gauss, ixz^t, prend 
la forme suivante : 

^2. Celle ii.H.'i;rale csi irop imporiauic dans !a tli.'o.l..' 
acUicUe r.onimo dans d'aulres, pour (jue nous ue Iraitiotis 
pas sou dévcloppeuicut ru séiie. Ot> a, eu [nemicr lieu, 
en développant c"'' eu série, 




eu second lieu, si l'on iul^re par parties, on trouve 
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Il {iro(.-ëdant de celte manière, il viendra 

3.5 ^3.5.7^""J 

Ci's deux EÛriiî,'! soiil cinivei gciilt-s pour loiite valeur de t; 
uiiiis ull( ■■ Êic .iiiii I (I un li.-ag'' coiimiûfie (jiii- |iiiiir de petites 

Pour (les grandes 1 alonrs di; /, il ost prélérabli; de déve- 
lopper par parties, tominu ii suit, 

/-""■"- -i-"- 

mais en remarquant que 

t'I en prenant la dernière série eiilre [es limiles f cL oo , il 

e („ „ !!f _ I", _ -L + JLi _ 1^:5 + . , 



[.3 . 5.. .(a / 
(«■■)■ 
1.3 5...(3a+i) 



Lu somme d'un nombre quelconque de ces lermes esl 
allcrnalivemetil plus grande et plus petite que la valeur de 
l'intégrale. INéanmoins, en aiiètant la série à un terme 
queleonque, ia somme de tous les autres est moindre que 
l'e terme [*). Ainsi !a série est bien eonvcrgente et pi'ut 
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servir à tairuler la valeur d<: & (/) dans le tas eu .[uesliou. 

Ou trouvera Jans la Table II, à )a fin de l'Ouvrage, les 
valeurs de@ (f) pour chaque valeur de (. 



■IBBUBi* CRjUNDHB et HEBUREg DE PRfiCiaiOH. 

Soient 

plusieurs erreurs qu'oii a pu commettre dans nue série 
d'observations, et soient 

tW. tKi,... 

leurs probabilités rospeciinia. 

Il est iiaiLiM do cii.-L cIier ipidle est l'en eui- dans laqudie 
oa a pu loinbtr le plus faL'ilenieni. La première idée qui 
se présenle à cet égaid serait de prendre la moyenne des 
errenrSj'quî serait exprimée par l'intégrale 

En effi.-t, If [x) désigne une faction dont le numéraieur 
représente le nombre des erreurs qui tombent entre X et 

mii> la pluisrinde vileor ds c-'' entre tel — n ni r-''; donoon * lou- 
donc celle lomine ot tanjoun plat peilta qns 

qui n'ait p*i aatra cbaK qat la derniar tanna da la »ria, auqiiBl on 
l'eat arrtii, lonqu'oD a eiianlé le pradull — indlqBé dan» la aacond 
in«mbre(3]. 



Digilized by C^}0^3l^_ 



x + dr, et le dénominateur le nombre tout des erreurs 
qui se sont commises enl^ — oo et + oo . 

Nous nous rappellerons qu'on a substiiué les Itmiles 
±00 aux limites finies; car les probabilités en dehors 
de ces limites sont très-petites, et leur présence on omis- 
sion ne nuit en rien à l'exactitude pratique des résultats. 
Par conséquent, toute la somme xtf (x)dxeal équivalente 
à une fraction dont le numérateur et le dénominateur 
expriment reapeciivemeDt la somme des erreurs et Jeur 
nombre. Ainsi cette intégrale représente bien la moyenne 
cherchée. 

Mais cela suppose qu'on a loujoura pris les erreurs ah- 
solument entre les limites — =c , car aniiemeiil les ((.tiiics 

Ainsi ci;lLe somme, que nous a|)peUcroiij fj^jOSl équivaknlbà 



43. Mais, pour éviter une telle restriction et faciliter les 
calculs, tious emprunterons à l'analyse elle-même le moyen 
de tenir compte de la valeur absolue des erreurs, en consi- 
dérant, d'après Gauss, les carrés des erreurs. Ainsi le carré 
de l'erreur à craindre, que nous appellerons m*, sera ex- 
primé par l'intégrale 



qui, par la raison exposée ci-dessus, représmte la moyenne 
des carrés dcserreurs.il est évident qu'on pourra considérer 
l'observation commed'aulaut meilleure que celle moyenne 
sera plus petite; car la bonté d'une observation ne con- 
siste pas dans le sens selon lequel l'erreur s'écarie de o, 
mais bien dans sa valeur absolue. 

Il est bon maintenant de se faire une idée de la manière 
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dont varie l'erreur à craindre, selon les .diverses lois i)e 
probabilité que l'on adopte. 

Et d'abord, si l'on considère la probabilité typique des 
erreurs et que l'on pose 

/ ^ 



=-^'"(X:-'-"-)=-^;'"(S) = i' 

d'où 



44. Si, ati coTilraire, la courbe des (iiobabitïlés des i-r- 
retirs se rëduit aux deux lignes AB, ÂC {Jig- 6), et si les 



erreurs sont comprises entre OC = — a et OB =; + 

En effet, l'ordonnée^ correspondante à l'erreur x si 
Mais l'aire BAC = ab ; par conséquent 



_ possibilité de j y _ 

~ £ possibilités BAC ~ 



En convenant Je |)rcndre loui 
O et A et eotre AetO, il 



Ainsi dan» ce cas l'erreur à craindre est proportionnelle n 
U Lase du triangle (ce qui est évident) et égale environ à -. 

43. Lorsque les erreurs, au lien de décroître comme 
dans la fig. 5, sont tontes également probables [fig. 7), 
%. 7. 



n trouverait, en raisonnant comme ci -dessus, 
t par suite 



L'erreur & craindre dans ce cas est plus grande que dans 
le cas précédent, te qui doit Éire évidemment. 

46. Supposuiis encore cjtie la coiirliu des probabilités 
soit un are de parabolo {/g. 8). 

Eu posant OA = a, OC = b, il viendra 
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(■i puisque l'aire BCA — ^/j, d'après un lliéorèirie connu, 




Par conséquent 

Si l'on âvail cherché la lUDjeuue arithmélique avec la 
rorniule 

on aurait trouvé, selon la probabilité typique des erreurs, 

47. En suivaul \a inËnic mardie pour les autres lois 
de probabililés vt en coiiiparani les résuhats, on fonnei^iit 
le tableau suivaul, par lecuiei ou voit que le rapport <li' la 
moyenne des carrés des erreurs a la moyenne arlihméiique 
est le plus grand possible lorsqu'on adopte la probabilité 
typique des erreurs. . 
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i „ 
1 




%~--- 




3 


1= i,5o 


En examinan 




. (3), on vo 





bilîiti de commettre une erreur x est d'autant plus ))etite 
que h est plus grand. Par soîte h est proportion uel À la 
précision des observations et peut leur sei-vlr de mesure. 
On appelle par celle raison h la iitfsiire di- précision des 
obs^rvaliuiis. 

-i8. Ou peut encore mieux expliquer de la manière sui- 
vante l'opportuniié de cette dénomination. 

Supposons que pour un premier système d'observations 
ou ait 

ces deux int^rales P, P' sont fonction de /ix, panant elles 
seront égales si 

d'un 
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Par conséquent, si dans le second système d'observations 

blc,^lriplc,elc., lie la première! la constaiilt- rL-li,nve srra 
lii mmli^, le tiers, elc, de /, ul ■vice mTsd. Mais puisqu'une 
observation doit êtro considérée comme d'autant plus pré- 
cise cjue les ci rc'urs iloiil elle est susceptible sont moindres, 

est tout a fait convenable de prendre !i pour mesuré de pré- 
cision des observations. 

Or nous avons vu que, dans le cas de la loi typique des 



On peut donc établir ce principe qne îa mesure tîe pré- 
cùîon «t en raison inverse de l'erreur à craindre et vice 
versâ; principe qnt relie ensemble les deus points de vne 
difTérents selon lesquels ou peut envisager la question, 
principe d'ailleurs évident de lui-mûme, par la nature 
nK'ïme des dénominations employées à l'exprimer. 

Kotons en passant que la quantité m que nous appf;lons 
erreur à craindre, dans le r-as d'observations futuies cl 
d'une loi connue des probabilités des erreurs, est repré- 
sentée par l'erreur mojemic des observations, lorsque les 
observations ont été déjà faites, et se calculera d'après les 
principes du § UI. , 

■49. Nous CN.iiiiiiieroni maintenant les relations qui 
existent entre !e poi Js i t la mesure de précision des obser- 
vations. Si nous appelons, comme plus haut, u la moyenne 
de n observations 



In probabilité d'av 
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sera, d'après le dèuxïâme temme, § VIH, ^gale â 
P= Ae-*t(i->lHi-l^)M-iP-Vt'+. 1^ 

ou bien, en remarquant que 

E((. — o}> = luïo + ïo' » — -^y-H 

CI que ft = - ■ 

Pour juger (le la précision du réstillat, il faut voir quelle 
piobabililé P. il v a de tomme lire une erreur z sur la \a- 

iSijus uiHuiis lo (hoit croiio d'umniu [ilus à la Loiilê 
du résultat obieiiu que t^etle probabilité sera plus pclitc. 

Soil donc ^ = ft + c la vraie valeur de la quantité que 
l'on cherche, il viendra 




En appelant H = A^n la mesure de préciaion de ce 
résultat, on obtient 

p, — 

ce <|ui démontre que, pour d'égales protiabilîlés 1' de i-em- 
mcttrc les erreurs fi — o, c'i st-à-diri! à L-ii cousiain e.s eijales, 
la probabilité P. est d'autant plus pelile que A^ii est plus 
grand, c'est-è-dire que le nombre dei observations aug- 
mente davantage. 
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Pour an autre système d'observations, os aura 
dont on déduit 

n:«'::e':U". 

Mais, comme nous l'avons tu § IV, les nombres n, n'sont' 
proportionnels aux poids p, p' des observations; doau on 
auia .ncore ^ ; h= : H". 

Par conséquent, les poids di s moj eiines sont propor- 
tioiiitols aux carrés de leurs mesures de précision, el en 
nous rappelant que celles-ci sont inversen:ienl proportion- 
nelles aux erreurs à craindre, nous retomberons f>ur le 
principe eonnu § IV, que les poids sont inversement pro- 
protionnëls aux carrés des erreurs à. craindre, ce qui con- 
firme et rattache ensemble toutes nos théories. 



DE L'ERDEtH rHOBABLE. 

SO. En général, quelle que soit la loi des erreurs, on 
appellera efv'eur/7ra&a{>/e l'erreur telle, qu'il y ait la même 
probabilité d'en commettre une plus forte on une plus 
faible. 

Soit ainsi BÂC (Jig. g) la courbe des probabilités, et OM 

Fis- 9- 




l'erreur probable ; il faudra que l'ordonnée correspondaiite 
à OM partage en deux parties égales l'aire AOX. En 
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cDei, coriimt- chaque aire AOMM', M'MX. exprime la 
probabililé que l'erreur tombe enlre O et M, ou bii-n 
ttatre M et X, et comme ces denx probabilités doivent 
par hypothèse être égales, il s'ensuit que les aires le seront 
également. 

Comme on peut <;n â'iif aulanc (le la partie négative de 
la courbe, il faudra «juc l'aire entière KN'M'M partage 
par moitié l'aire entière, ou bien qu'elle soit égale à ~ 

L'erreur probable, que. nous appellerons r, sera donc 
celle pour laquelle 

(') aJ^'çH<ir = i, 

Supposons que — a et -I- a étant les limites des erreurs, 
celles-ci soient toutes également probables; comme dans 
ce cas 

il viendra 
d'où 

(>) '=1- 

ce qu'on pouvait prévoir; car, naturetlemeiit, l'ordonnée 
qui correspond & l'erreur probable passera par la moitié 
de AB Ifig- 7)- En se rappelant ensuite qu'on a m = -= 

(p. 55), on en déduira r = --\/ïm. 
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Dans le cas de iajtg. S, on a 



(3) 




d'où, en comparant r avec- la valeur de m.= — > qu'on » 
déjà (roDT^e en ce cas, il vient 

(4) ^--«(V6-i/ï)-o,7L:f". 

51 . Ikiis le cas de la loi lypïcjiie des en'i;urs, on a 

d'après [es noiaiions adopiées au ^ VIII. Posons 

ccL[e iJilêgi'alc, que nous avons déjà appelée 0 {t), de- 

Rappelons-iiousque Ajc:^/, et qu'ainsi l'ei reurj- esi com- 
prise par hypothèse entre — ^ cl -h j ; puisque ni = — 
Il ■ . ■ , 

(6) ^,m^/=. 

L'erreur probable sera telle pour laijuelle on a 
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ou bii^n, en désignant par p la valeaf qui rend 



p = 0,4769363. 
Comme 011 a , 



il en résulte iju'i] y a la probabilité —r c'est-n-dirc i 
contre i À parier qne l'erreur est comprise numériquement 
cnire o et r, ou bien entre o et ^l422. 

Nous donnerons ici quelques valeui s de 0 qui serviront 
à faire mieux comprendre la marche de la fonction : 



0,176=: p. 


na 8(0=0,5; 


".595= p. 


e{0 = o,6i 


0,732 ^.p, 


B{0 = o,7; 


0,906 p, 


e(/l :r;(.,7; 






l,l63 =- p, 




1 ,821 - p, 




■..,3] 7 - p, 






s (') = 0,9999; 







On déduit de ce tableau que, pour les erreurs supé- 
rieures à 

1, i,i63, 1,631, 3,817, 
la proI>aIiiIiié est seulement de 
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Remarquoiu que les deux ëqualions kx = t, hr = p 
donQenl 



et (]uc, par lus deux autres 
on oblieot 

(8) r = f^. ,« = 0.6745™, 

OÙ in sera l'erreur moyeiiue dont nous avoua parlé, s*îl 
s'agît d'observations faites, ou bien l'erreur à oraindre sur 
des observations à faire, dont on suppose connue la proba- 
bilité dus erreurs. 

53. En t-assemblant les valeurs déjà trouvées pour /* rc- 
laiivement à m, il viendra pour le cas desjig. '4, S, j 

( r = o,S66m, 
,9} 1^ = 0.719™, 

d'où l'on voit que l'erreur ])rcibable est moindre que i"tr- 
reur à craindre, ce qui doit être. Pour s en faire une idée 
nette, supposons qu'il y ait mille erreurs également pos- 
sibles distribuées entre o et a, l'erreur probable sera ëvi- 
dcmmenl -1 taudis que l'erreur moyenne sera bien plus 

grande, puisque la .wmmc des en eiii s de - à 11 est [dus 

a justenieiit appelé celle moyenne Teneur A craindre; car 

leur r sont également probables, de l'autre, leurs gran- 
deurs étant différentes, elles n'ont pas la même importance 
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pour la précision du résultai, et l'on doit craindre plutôt, 
même à égale proliabiliié de se tromper, de faire des er- 
reurs grandes que des peUies. Cela le verra encore plua 
clairement si nous supposons, pour nn moment, que les 
erreurs que l'on peut commettre pour iiue loi donnée de 
probabilité représentent autant de sommes à payer. Quoi- 
que ces sommes aient égale probabilité de sortir au-dessous 
et au-dessus de la somme r, il est évident que, pour s'en 
garantir, on devra craindre qu'il ne sortR une somme su- 
périeure à r plutôt qu'une moindre, car au delà de r les 
sommes, tout en ayant égale probabilité de sortir, sont 
pourtant plus grandes en valeur 'absolue, 
Kemarquona enfin que, des deux équations 

h~ b 

et (S vni) 




OD déduit 

^ ' U = o,84535[.. 

Telle sera l'erreur pi:obab]e commise sur la valeur de la 
moyenne arithmétique. 

83, Pratiquement, au lieu des intégrales 

on peut prendre la moyenne p, des valeurs absolues des 
erreurs, et la moyenne irti dus carrés des erreurs. 

Soient donc n les observations, et voyons quelle diffî- 
rence nous ironverons à snbsUtuer ^% à fi. 



où X, x', x", . . . sonl Jcs valeurs aLaoluiis des e 
faisons 



Ct comme la moyenne (1(:s valeurs :r, x', x",... est f(, on 
pourra siituii tuer à !a sominc ^xx' autant de fois^i f)., qu'il 

. nin-,) 

y a de termes, a savoir — ^-^ — - 
Ainsi, on aura approximativement 



On peut foiisidurer celle expression de <•> comme l'c 
reur à craindre sur et parsuiie (y) l'intégrale 0 («) t 
primera la probabilité que (u) soil compris entre 



Ces formules, auxquelles nous sommes arrivés Inen sim- 
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plcmcnt, couliuntieut la conclusion d'un Mémoire très- 
important de Poisson snr li; tir à la cible. Il suiTira d'adop- 
ter poiir ui et m, les movcnzics (on appelant, par exemple, 
r la distance au ccntifi ii laiiuellc frappent lus balles) de 
II' expériences précédentes, de sorte que l'on ait 



et alors l'intégrale 0 (a) csprimcra la probabilité que sur 
n' Douvelles expériences l'écart moyen du centre des roups 
tirés «oit compris «ttre les limites. 

54. Pour permettre d'évalner dans la pratique la pro- 
babilïié des erreurs commises, nous avons donné dans les 
Tables H et HI les valeurs de r et de - correspondant â l'in- 
tégrale 

La Table II nous donne la prohabiliié 0 que l'erreur 
d'observations est conipiise entre — i. Ainsi, par exemple, 
on trouvera que !a pinbabilliL- que l'erreur soit comprise 
entre n ,3 est o ,33y, ii siivoïr : (|u'll v a 3^9 contre 6y i 
;'i parier que l'erreur st'] a cempi i.se eiilre ees limites, ou,. 

tombent entre zp o, 3. 

La Table III nous fouinll la probabilité 0 que le 
rapport de l'erreur d iii)sei valion ii l'erreur probable soit 

compris enlrc les limites — - indiquées dans îes co- 
lonnes ■ On volt, par exQmple, qu'il y a 0,363 de pro- 
babilité, à.savoir : qu'on peut parier 36 contre 64 que l'er- 
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reur ne dépassera pas les ^ de l'erreur probable-, ou que 
la valeur probable dd'une observation donnée sera comprise 
entre a — Oj^r et a + o,ji: 

XI. 



55. 1° Supposons que l'on ait fait n observations d'un 
phénomène également bonnes : quelle est la probabilité que 
l'erreur commise sur la moyenne soit comprise entre les 
limites ±/, de sorte qu'eu appelant M. la moyenne, la 
mesure du phénomène ait pour limites M — /, M-H /? 



d'après la formule (6) du § X, e (a) sera la probabilité 
cliercfaée, et a aura la valeur 



Or m est à peu près égal à (§ III) ; donc 

Admettons qu'on ait fait, par exemple, avec le théodo- 
lite d'un angle compris entre deux signaux, les aS obser* 
valions consignées dans le tableau ci-coulre : 
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ProposoD«-tious maintenant de savoir quelle est la proba- 
bilité r|ue la mojenne M = 33° i^'So", 8 sera comprise 
enire les limites M — i", M ■+- i"; on aura, en remarquant 
que <lans ce cas / = I, 

^_ '-aS —, 53. 
^a. 133,90 

et ensuite, au moyen de la Table U, 

Il y a donc 33 contre i à parier que l'angle, dans une nou- 
velle série d'observations, sera compris entre 33°i /ag" et 
33'i7'3i",8. 

S6. a" Le poids de chaque observation est Q : quelle est 
la probabilité que ta moyenne Je n observations soit ram- 
prise entre les limites ± Mu vrai résultat? 

D'après le § IV, en appelant Q le poids de chaque 
observation, celui de la moyenne de n observa lions sera 
kQ; et en posant, comme il est permis, dans le (9) §IT, 



L = I , on obtient la relation 

la formule (i) devient alors 

et comme p = rQ, il viendra 

{a) « = 

et 0 (a) sera la pi-obaLilit4 clierchée. 
Soit, par exemple, 

Q = io, 0 = 4°' ^ = 0,6, 

et par la Table II on déduira 6 (i|3) =o,9to, c'est- 
à-dire qu'il y aura lo contre i à parier que la moyenne-est 

57. 3" Supposons 1,1 vimIo vakur d'une quanlltê 

soit V, et que les nbsn valions, au contraire, aient Tourni 
pour moyenne une quantité V -H E dont les limites 
sont ±1 : ijuclic est la probabilité qu'il y ait dans l'in- 
strumcut une erreur constante E? 

Le résultat O des observa dons sera compris entre 
V+E — / et V + E-t-/î 
donc l'erreur constante E sera comprise entre 



O — (V + 0 — O — V — / et O — (V-/)z=O^V+/, 

avec une probabilité égale à celle que O soit comprise 
entre les limites V + £ /. 

ExBUPU!. — Supposons que l'angle vrai entre deux 
signaux soit de 33''i7'33'',8, et qu'il surpasse de 3'' 
celai fourni par la moyenne : quelle est la prohabilité 
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f u'ii y ait dans l'instrument ou dans la manière tl^ob- 
seiver une envar sjsièi>tati</iie comprise entre x" et 5"? 



Il y R donc j 
qu'il y a dam 



par conséquent 

9 («) = o,9o6. 

g6 contre 4> à savoir ajg contre i è parier 
l'instrument une erreur fixe de i à S'; ou 

bien encore que la moyenae déduile Jh nouvelles observa- 
tions sera (comprise enlre 33° 17' 3i", 8 et 33^ 1 7" 35", 8. 

S8. 4° ExEMi'LE. — M. Dumas Jil dix-neuf vjrpèriences 
pour déterminer /'équivalent cliimique de l' hydrogène, en 
se senianl. de l'acide sidfurique (S) ot de l'acide phospho- 
rique {F) comme corps desséchants. 

En représentant par loo l'équiTalent de L'osygènc, les 
ràullats des expériences seraient les suivants : 



— - 

La somme des canéa des erreurs étant 



sï l'on suppose o,oi5, on atirti, comme dans le pre- 
mier Exemple, 

d'où, avec la Table II, 

0[«)=.©([, 6721 = 0,969. 

contre I que Terreur commise sur la moyenne 1 3, 5 [ 5 est 
comprise entre les limites ± o, oi5, en supposant les ob- 
servations exemptes de toute eireur coiistaote; oti bii'ii, si 
l'on admet rexuL-iituJo de la loi de Proust, d'après laquelle 
l'équivalent de riijdrogéjie serait 12,300, il y aurait, au 
contraire, à parier 3a contre i que les résultais de M. Du- 
mas, dont la moyenne est ia,5l5, sont alTtctés d'une 
cause constante d'erreur tendant à accroître les valeurs. 
— On voit par là de quel secours peut Être ce calcul pour 
permeUre d'apprécier à leur juste valeur les expériences 
dont abondent les annales de la science. 



TABLE I. 

Clnnte DES KOHIIIBS, DEmiB le NOHBBE 0,000 
lOSQU'AU NOMBRE 11,000, BÉBITITS A QUmB eHimKS IliCHUlIX. 
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TABLE n. 



TALBDBS DE L'iFnâcilALB ef{) =: ( f''^ 



La probabilité que l'erreur d'observation soît comprise entre ±r 
Vit eiprimée par les nombres conlentu dans lea colonnes e ((]. 
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TABLE m. 



ViLBims DB i.'iNTÉGUi.B DiriNiE e(r| — 




CORRBSFOHDANTES AVX VAlEtIHB DI -• tH FnBHitKT p POttH UNITÂ. 

Cette Table fournit donc la probabilité que, dtits uns série d'obsu^ 
valions, l'erreur commise est A l'errenr probable daaa le rapport de 
I : f, o'cstrà-dire des nombres etpriméa dans les colaones 
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MOÏE DES OTJVRAGES PUBLIÉS 

THÉORIES DES PROBABIUTËS, DBS UOINDBES CABRÉS, 
DES ERREURS, ETC. 



tiif. ~- On llia (Igebrioil ind Dumarical thcaty of erran o! obscnaliona. 

— Cunbridgfl, iSGi- 
BwBBUlli. — An aoujMludl. — BiiilBa, ijiS* 

SArdonl (A.). — SvgU esuni, «nu «il mcrilD dî un uimioato. — Paviti 
BraTiii (A.]. — Analysa niBthdniBilqiia sur !*• prabibUHé* du «mnn d« 

BcDurd. — Noie cur une qoealion de probabilité. — Paril, 1^5. 
Micaajnit. — Sur la piobabililo de» erreurs (Journal de S. Uorniille, 
["série, (. XVIE). 

BiiCT. — Théorie analytique du motndna eurëa de M. Ltau.-,llt, 

1" surie, t. XVUI ]. 
Krui^GicsBF»)- — feorlci epraUu del probablle. - Bcrsamu, iS.{a. 
Oonduiiat. — AppllEaUon de l'Aaalyic à la probabililc des dùciiioni ceii- 

dneakUplnralltédei Toii. - Paris, j^85, 

OalaUB. — Deni proUèinei de probabilllé» (/wrraal. Je M. Liourille, i" m- 
. île, t. VI> 

CnUIu. — Solution d'an problème de probabllilé r«l»UF an Jen de ren- 

conln (Journat A U. LiaivWIe, ■» aérle, X. II}. 
Ooita. — Question de probibilllé applicable aux dëelaioni reodoei par lei 

iaréilJiiiinialdeM.Liem-llf, i" lérle, I.Vll). 

Bacen. _ C. F, TabDUrun ad hcilioruDi probabililalù compuUUoaem 
utlliam Enneai. — Kiobenbunn, 1814. 

nedMklnd. — Beoierkungen lu elnerAurgabe der WahrKheinlicbkelUrefOl- 
nuoB {Wm/ * Cr.ffe, l. L). 

BcdeddwL — Begrundung dcr Meihede der UeiniieD Quadrale (de. 

. fiErgt.l83i}. 

Oallewai. — Probtbîlillaa. — Edinbug, iB38, 
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— GoMneie, 1831, 

— Snpplamannua Thanto. — GotflagD*. 
<Mbvl. — Solution d'naa qiratUoB nlalli* ^ I* probibUlU im Jiigiinanta 
noduk nn^majarllé qnelcoaqat ( Jounul de M. Utwiale, i" itrie, I. III). 

dBrHMhadadCFUsinitea Qu^idraie.^- HaEnbour^, 18^3.-^ 
Bagn. — firUndiDga dcr WDhricheînlichkeilsrcclinuag. — Berlin, 1S37. 

cnl d« protublliléi, d'ane ApplIealEon de ce ulcul aui jcui do 

Bulwidl, — Principien iet WahnchainltchkelUrecbnuiiE.— BstIId, 1845. 
labn. — Die WihncbrinlIchkeiUrechnunE und Ibn Anw«nduDS ant du 

wiHanKbiClIiclie nad prskligcbe Lehen. — Leipiig, 1839. 
Xuniz. — TniM éldmeQttire du Calcul ia probabililÉI. 
K * p laB«. — Thriorle unslyiiqus dei probibilllâi. — Farli, 1811. 
Kfplan. — Euii pfailasopbique >ur Ie> probahilil». — Pirïs, 1B1 j. 



Btulerotli, — Mémoiro ï coninllcr inr la ntrd» ei 



Kaiti. — DiaWibruhdnlIdikailarediiiuiii In Ibrar Anmndnngaiif Glflak- 
■ptsla, Lollarian, LabauranioberniiganalaB, TTaUen, ZeBgaDaniu|ao, 
OnhsllHprikdia, elB. — Praochu'l, iB54> 



r. — Zuil inr nna «xpDillion DOtiTalla de U Ibéorie BDaljlIqaa dea 
babUiMi k ptuerlori. — Uéga, 18S7. 

Dlolian d'noa quHilsn qui >b prëienla dini le Cikul des 
Fn)b>biliMi(/iiinuJJiir. Ueurllle, i" titl», t. II). 
H<w(u. — Tha principlet and doetrloa or lunnooni, annnm», on 

liTd, au. — Loudoa, 1811. 
OWbict. — Uia WabraobaloliiUdtmdinniig, — Bailln, i85s. 
Palavla. — FrobaHUniBi methoda n 
.8*0. 
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ValMut. — Kémolrei WT l'applicuttaii da Ctlcnl d« prolMbilitét au 

nrnurei giodiûqDu. — Puli, iS3i. 
^■■taM. — TUoria dea prafaablliUi. — Bnuallea, iS53. 
Hamna. — Snr «m qaattlon da prcbabtitli Tdatlra aux aornulopi dai 

tunlan» iMram^Irlqaai (;«ini.t tk Crelle, l. XXIV 
IteMhle. - UalMT die Déduction dsr Metbode der kleiniUD Qoidntcn 

ana BagrirTen dar WahrscbeinlichkeiisrecbiiiiiiB ['"-rn^l de Cnrih, 

t. XXVi-XXVII). 

Koc«. — SolnlIand'Dn prohlémc doprahMiUét (Joainal de M. liou-illr. 
I" aéria, t. XVII}. 

■a Mpro il iacuio filuioUcu iiilonio aile prcba- 



Iteabicbiung>f«bl«iii 

Sobebroban. — DémonBir 
Il Ihtorie de* probabiliiê 
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SDCCESSBDR DE MAÏ.1.ET- BACHELIER, 
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lîfiqooE.lii-!8: cliaiiae niiot-iî i fr. i'. . 

BIOT (J.-B.)i Mi'mbrp il'.- l'Instilul ( Acaiii'^lliiQ lll^s Soioiiues). — Traité 
élémonlaira d'Astronomie physiqne. 5 loris njl, iii-8 94 nisu- 
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CONNAISSANCE DES TEMPS on 
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3 rr. , 

-■!'/''■"•"" fi fp. iù 1 

DELAMBRE, ML iiibre <le t lnstiiut. — Traité complet d'Aetronomia tliL-i; 

riqoe et prauqne. i volumes in-.j, avec planclips; ifiiii .jo |j 

DELAMBRE. - Histoire de l'Astronomie ancionno. v .nkmips m-i, ;j, 

plaiiclii^; , ï', 1^ 

DELAMBRE. - Histoire do rAstronomie do mni r . 

BW<i pbr.aic-si .Ml.,. 
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